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Kapitel  I. 

Die  algebraische  Uruiidgleichiing  /^G,^)  =  0. 

§  1.    Allgemeines. 

Eine  Funktion  f{z)  der  komplexen  Variabelen  z  heifst 
einwertig,  wenn  jedem  bestimmten  Werte  a  von  z  ein  und 
nur  ein  Wert  f{ü)  von  J\z)  entspricht.  Eine  einwertige 
Funktion  f{z)  von  z  nimmt  also  in  einem  bestimmten  Punkte 
r  =  a  der  komplexen  Zahlenebene  stets  denselben  Wert  an, 
welches  auch  der  Weg  sei,  auf  dem  z  den  Wert  a  erreicht. 
Funktionen  dieser  Art  heifsen  eindeutig.  Einwertige 
Funktionen  sind  auch  eindeutig. 

Denkt  man  sich  die  Werte  der  einwertigen  Funktion 
/■(-)  tabellarisch  in  einer  /-Ebene  eingetragen,  so  dafs  jedem 
Werte  von  f{z)  ein  bestimmter  Punkt  der  /-Ebene  entspricht, 
so  wird,  wenn  ~  in  der  Ebene  der  komplexen  Zahlen  einen 
geschlosseneu  Weg  durchläuft,  auch  f{z)  in  der  /-Ebene 
einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  wenn  nicht  z  durch 
einen  Punkt  geht,  dem  ein  Pol  von  f{z)  entspricht. 

Die  einfachsten  einwertigen  Funktionen  sind  die 
rationalen  Funktionen.  —  Eine  Funktion  f[z)  der  komplexen 
Variabelen  z  heifst  mehrwertig,  wenn  im  allgemeinen 
jedem  bestimmten  Werte  a  von  z  mehrere  von  einander 
verschiedene  Werte  von  f{z)  entsprechen.  Dabei  ist  nicht 
ausgeschlossen,  dafs  für  gewisse  Werte  von  z  mehrere  der 
sonst  verschiedenen  Funktionswerte  einander  gleich  w^erden. 

Zu  den  einfachsten  mehrwertigen  Funktionen  gehören 
die  irrationalen  algebraischen  Funktionen,  auch  kurz  al- 
gebraische Funktionen  genannt. 

Bezeichnet  f\  einen  der  verschiedenen  Werte,  die  f{z) 
in    einem   bestimmten   Punkte  z  annimmt,   so  wird,  wenn  z 
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von  diesem  Punkte  aus  in  der  komplexen  Zahlenebene  eine 
stetige  Aufeinanderfolge  von  Werten  durchläuft,  /^  sich  eben- 
falls ändern  und  eine  Reihe  von  Werten  durchlaufen;  das 
Aggregat  dieser  Wertänderungen  heifst  ein  Zweig  der 
Funktion  f{z). 

Erreicht  z,  wenn  es  in  der  komplexen  Zahlenebene  einen 
Weg  l  durchläuft,  einen  Punkt  ^  =  or,  in  dem  k  der  sonst 
verschiedenen  Werte  von  f{z)  einander  gleich  werden,  so 
treffen  in  dem  zugehörigen  Punkte  der  /-Ebene  k  Zweige 
f^... fk  von  f{z)  zusammen.  Geht  dann  z  vom  Punkte 
2  =  a   aus   weiter,   so   trennen   sich  in  der  /-Ebene  diese  k 

Zweige  wieder,  es  bleibt 
aber  im  allgemeinen  un- 
entschieden, welcher  von 
'-^  den  Zweigen  f[ . .  .fl 
(Fig.  1)  die  Fortsetzung 
eines  bestimmten  Zwei- 
ges /,.  aus  der  Reihe 
f^...fk  sei.  Einen  sol- 
chen Punkt  ^=a  nennen 
wir  einen  singulären 

(oder  kritischen) 
Punkt  von  f{z).  Durch- 
läuft z  einen  geschlosse- 
nen Weg,  der  einen 
singulären  Punkt  um- 
schliefst, in  dem  Ä;  Zweige /^. .  .fkYonf{z)  zusammentreffen,  so 
beschreiben /j. .  ./fe  nicht  notwendig  ebenfalls  geschlossene 
Wege  in  der  /-Ebene ;  mit  anderen  Worten :  ein  solcher 
Weg  von  z  fiihrt  f{z)  nicht  notwendigerweise  zu  seinem 
Anfangswerte  zurück.  Funktionen,  die  diese  Eigentümlichkeit 
aufweisen,  nennen  wir  mehrdeutig.  Mehrwertige  Funktionen 
sind  auch  mehrdeutig. 

Bei  unseren  späteren  Betrachtungen  über  algebraische 
Funktionen  wird  es  eine  unserer  Hauptaufgaben  sein,  die 
Anzahl  und  Lage  der  singulären  Punkte  zu  bestimmen.  Es 
wird  sich  dabei,  beiläufig  gesagt,  herausstellen,  dafs  die 
Mehrdeutigkeit  der  algebraischen  Funktionen  ausschliefslich 
auf  dem  Auftreten  solcher  singulären  Punkte  beruht. 


f. 


Fig.  1. 
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§  2.    Die  algebraischen  Funktionen :    Definition 
un<l  C^rundeigenschaften. 

DeflnitiOni  Eine  GrOfse  .<»  heifst  algebraische  Funktion 
der  komplexen  Variabelen  r,  wenn  sie  mit  z 
verbunden  ist  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

worin  die  Koeffizienten  </^„,...f/)„  ganze  rationale 
Funktionen  von  z  sind,  von  denen  mindestens 
eine  bis  zum  Grade  m  in  z  ansteigt. 

Die  durch  die  Grundgleichung  I?)  definierte  al- 
gebraische Funktion  .s  von  z  ist  /*- wertig;  jedem  Werte  a 
von  z  entsprechen  n  im  allgemeinen  verschiedene  Werte: 

von  s,  nämlich  die  n  Wurzeln  der  Gleichung: 

«, «;  =  ^0  («) .  ^«"  +  <iPx  (a) .  s" -  ^  +  . . .  +  9«  («)  =  0. 

Schreibt  man  für  das  beliebige  a  wieder  2,  so  sind  die 
n  Wurzeln 

«1  (2),  ...,Sn(2) 

die  n  Zweige  der  durch  die  Grnndgleichung  19)  definierten 
Funktion  .^  \z).  Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser 
n  Zweigfiinktionen  bildet  die  Grundlage  der  im  P'olgenden 
zu  entwickelnden  Theorie. 

Wir  betrachten  die  Wurzeln  s^. . .  s„  zunächst  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  den  Koeffizienten  der  Grundgleichuug  I?) 
und  sehreiben  zu  den»  Zweck  diese  Gleichung  in  der  Form : 

m      5» + /, .  5»  - 1  + . + /„  «n  - ,.  ^ . . .  4.  ^;  _  0 , 

wo  /u  {?)  =     ^"  ,.        ist,  für  iii  =  1,  2  . . .  w. 

Es  gelten  folgende  Sätze: 

Satz  I.)  Sind  alle  Wurzeln  Sj,...s„  endlich,  so  sind 
es  auch  alle  Koeffizienten  /i,.../n- 

1* 
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Beweis :  Aas  der  Elementaralgebra  weifs  man,  dafs 

*i  ~r  *2   1   •  •  •   i~  ^»»  ^     /i 7 
*i  ^2  "I    *i  *3  ~r  •  *  •  ~r  *»— 1  *«  ^^^  "r/a  ? 

*1  ^2  •  •  •  ^n  ^=  (         1)  '/n 

ist,  woraus  sich  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes  ergiebt. 

SfttZ  ir)     Sind  /j, . .  ,/„  endlich,  so  sind  es  auch  alle 
Wurzeln  s^, . . .  s„. 

Beweis:   Sind /,,.../„  endlich,    so  läfst  sich  stets  eine 
positive  endliche  Gröfse  M  so  bestimmen,  dafs 
modyi  <n.i¥,  mod/2<w2-^"vTuod/„<WaiW",...mod/„<iW»», 

oder 

fi. 

,,,       mod/,              ,.^  1/ modL  ,.^  »?/- — 3-7- 

il^> ^l-,...,il/>  J/   ^  ,...i/>ymody„ 

ist,  worin  jjh  den  Binominalkoffizienten 

n{n  —  1)  .  .  .  (w  —  fx-\-l) 

1.1...  ^L 

bezeichnet.     Aus 

otv  — .  /      oH  —  1  /       «n  —  2  / 

ö     J\'^  ./2  •  •■•  /♦» 

folgt  nun,  wenn  allgemein  mod  r  =  |  r- 1  ist: 

|S|"  <  |S|"-  1  .  I/J  +  |s|'-2  .  1/2  I  +  .  .  .   +  |/n|. 

Es  ist  daher 

|s|»<w.M.  |s|»-i  -|- W2  ^'■^-  kh"^+  •  •  •  +^"7 
oder 

2  |s|"<ls|"-f-?«.iW.  |s|"-^+  ...  -fi/»», 

d.  h. 

2|s|«<(|s|+ilf)« 

und  schliefslich 

I  s  I  <  A; .  iW,  WO  A;  =  ^^ ist.*) 

Y~2  —  l 


*)  Diese  Eingrenzung  der  Wurzeln  rührt  von  Christoffel  her. 
Eine  andere  Eingrenzung  giebt  Gaufs  in  seinem  letzten  Beweis  des 
Fundamentalsatzes  der  Algebra. 
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SfttZ  III'')      Es  giebt  Werte  von  c,  für  die  mindestens 
eine  der  Wurzeln  «,  . . .  s„  unendlich  wird. 

Beweis:  Als  einwertige,  rationale  Funktion  von  :  mufs  /j  (z) 
mindestens  fUr  einen  Wert  von  :  unendlich  werden;  gemäfs 
der  Beziehung 

mufs  für  ein  solches  r  auch  mindestens  eine  der  Wurzeln 
«j  . . .  «„  unendlich  werden. 

SntZ  lY*^)      Wird  eine  Wurzel  .s,<  unendlich,  so  wird  es 
auch  mindestens  einer  der  Koeffizienten. 

Beweis:  Wlirde  keiner  der  Koeffizienten  f\  . . ./«  unendlich, 
wenn  s„  =  oo  wird,  so  milssten  nach  Satz  IP)  alle  Wurzeln 
«,  . . .  «n,  also  auch  «„  endlich  sein,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht. 

Folgerung:  Von  den  Wurzeln  $^  . .  .  s„  werden  eine 
oder  mehrere  immer  und  nur  in  den  Punkten  der  2 -Ebene 
unendlich,  in  denen  einer  der  Koeffizienten  unendlich  wird.  — 
Eine  algebraische  Funktion  von  z  wird  also  nur  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  unendlich. 

Angenommen,  s  werde  00  für  z  =  a;  dann  mufs  nach 
Satz  IVo)  mindestens  ein  Koeffizient  /'für  z  =  a  unendlich 
werden.  Ist  v  —  1  die  höchste  Ordnung,  zu  der  diese 
Koeffizienten  für  r  =  a  unendlich  werden,    so  ist  jedenfalls 

{z  —  ay  .fu  =  0  für  z  =  a  .  {/.i  ^=  Ij  2  .  . .  n). 

Ftihrt  man  nun  in  die  Gleichung 

an  Stelle  von  s  eine  neue  Funktion  5  ein  mit  Hilfe  der 
Substitution 


{z  -  ay ' 
SO  geht  diese  Gleichung  über  in  die  Gleichung: 

s--^{z  —  ay ./; .  5»- 1  -f  (2  -  ar  .J\  .  Ä«-2  + 

_|_(2_a)v«./;  =  0, 


6  I.  Die  algebraiache  Grundgleichung. 

die  sich  für  z  =  a  auf 

S«  =  0,  oder  5  =  0 

reduziert.  Für  z=ci  versehwindet  also  das  Produkt  8,(2 — a)*, 
d.  h.  s  kann  für  z=  a  höchstens  =  00»  -  ^  werden,  also 
jedenfalls  00  nur  zu  einer  endlichen  Ordnung. 

Wird  s  =  00  für  3^  =  00,  so  führt  man  an  Stelle  von  z 

die    neue  Variabele  z'  ein  mit  Hilfe  der  Substitution  z  =  — . 

z 

Die  Koeffizienten  /  sind  dann  rationale  Funktionen  von  z\ 
und  es  lassen  sich  2;'=  0  dieselben  Betrachtungen  wieder- 
holen, wie  vorhin  für  z^  a.  Auch  für  2;  =  00  kann  s  nicht 
zu  unendlich  hoher  Ordnung  00  werden.  —  Wir  haben 
daher  den 

Satz  V^)  Eine  algebraische  Funktion  kann  nur  zu 
endlicher  Ordnung  unendlich  werden  und  nicht 
unendlich  oft. 

Wir  untersuchen  nun,  wie  die  Wurzeln  s^  . . .  s„  von  11*^) 
sich  ändern,  wenn  die  Koeffizienten  /^ . . .  /„  sich  ändern. 

In  der  2-Ebene  nehmen  wir  einen  Funkt  2;  =  a,  dem 
ein  System  endlicher  Werte  von  f\  .  . .  fn  entspricht. 
Die  Gleichung  11'^)  habe  für  dieses  Wertesystem  der  f^  . . .  fn 
q  (<C^)  von  einander  verschiedene  Wurzeln 

und  zwar  sei  s^  eine  ^-fache,  s^  eine  w-fache,  .  .  .  Sg  eine 
v-fache  Wurzel,  so  dafs  die  Gleichung  II"!)  sich  für  das  be- 
trachtete Koeffizientensystem  in  der  Form 

(s  —  s^y  .  {s  —  s^)"  ...  (s  —  Sqy=  0 

anschreiben  läfst,  wo 

t-{'U-\-...-\-i'>^=n  ist. 

Für  jede  dieser  q  Wurzeln  s^  . . .  s^  giebt  es,  nach  Satz  W), 
eine  obere  Grenze 

mod  s  <^/. .  M, 

wo  

mod  fu  ^  nu  .  Mf^ 
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ist.  —  Repräsentiert  man  ferner  die  7  Wurzeln  ."«,  ...  »,  in 
einer  .s-Ebene,  so  liefert  das  </  verschiedene  Punkte.  Be- 
zeichnet  man    mit   o   die    kleinste    <i:egenseitige    Entfernung 

zweier  solcher  Punkte,  also  den  kleinsten  der  ^  9  (9  —  1) 
Modulen : 

mod  {s^  —  s„),  . . .,    mod  {s^  —  s^), 

mod  (ä,  _  1  —  Sq), 
so  ist  a  +  0. 

Durch  Änderung  von  :  erteilen  wir  jetzt  den  Koeffizienten 
/*  . . . /„  endliche  Vermehrungen  (J/^,  ...  ^/„;  bezeichnen 
dann  «i,  . . .  ■•«n  die  Wurzeln  der  neuen  Gleichung 

+  (/n  +  ^fn)  =  0, 

so  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(5/;  .  s'"-i  +  . . .  +  (5/„  .  s'»-"  +  . . .  -I-  (J/„  =  z/  .. 
setzen : 

und  daher 

mod  J  =  q[  .  (>!,•  .  . . .  q" 

für  jede  Wurzel  s',   w'enn  allgemein  mod  (s'  —  s^)  =  q^  ist. 

Die  eben  eingeführten  Vermehrungen  (Schwankungen) 
dt\  .  . .  dfn  suchen  wir  nunmehr  so  einzuschränken,  dafs  wir 
eine  obere  Grenze  für  die  Modulen  q  angeben  können.  — 
Wir    schränken  öj\  . . .  df„  ein  mit  Hilfe  der  Ungleichheit : 

a*^)  modJ^e.i-)   ,  wo  0  <;€^  1  sei. 

Berücksichtigt  man,  dafs  sich  stets  eine  Gröfse  N  finden 
läfst,  so  dafs 

mod  (/„  +  (J/„)  ^  n„ .  iV." 

und  mod  s'  <  x  .  iV 

ist,  so  ergiebt  sich  aus 

n 
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n 

oder  mod  J  <^  ^  mod  (5/^ .  mod  s'"  ~  '^ , 

dafs  die  einschränkende  Bedingung  a?)  ganz  sicher  erfüllt 
ist,  wenn  wir  verlangen : 

K.)  J|mod  (5/„ .  (X iV)" -  M  ^  £  .  (|-)". 

Diese  Bedingung  hinwieder  ist  erfüllt,  wenn  jeder  der 
n  Summanden  links  gleich  oder  kleiner  als  der  w*^  Teil  der 
Gröfse  rechts  ist,  d.  h.  wenn 

g     /  ff  \"  /  1   \*»  - '* 
a^?)     mod  (5/„  <  — .  (^yj  .  \:^)        ist,  für  ^  =  1,2  ...  w. 

In  dieser  die  Schwankungen  (5//t  einschränkenden  Bedingung^ 
deren  Erfülltsein  das  Erfülltsein  von  a?)  nach  sich  zieht, 
ist  N  noch  unbestimmt  und  nur  an  die  Bedingung 

mod(/„  +  ö/^)^n^.iV^ 

gebunden.     Beachtet  man  aber,  dafs 

mod  (/^  +  6j^)  <  mod  /^  +  mod  ö/„ , 

und  mod  /,,  '^n^.M^  ^ 

so  sieht  man,  dafs 

n.od(/,  +  Ä/.)<„,.*+^.(|-)".(^)"-'' 

ist,  falls  aj?)  erfüllt.  Die  Gröfse  N  genügt  daher  der 
Bedingung 

mod  (/^  +  dU)  ^  «^  iV^ 

€       /  ff\"    /    1     \"  — /^ 

wenn     „, .  jtf.  +  _ .  (^-^  .  (^_ j        <„,.iV-' 

oder 

b?)  €^Ä;^  (;u=l,2...n) 

ist,  für  k^=n.  \—\  .  (x .  Nf-i".  n^,  {M  —  Nf"). 
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Von  den  »  Oröfsen  k„  ist  jede  pröfser  als  die  nächstfolgende. 
Es  ist   nämlich  zunächst,    da  e^i)  sein  soll,  N^M,  d.h. 

-^rr  =  10  <'! .     i!  erner  ist : 

N 

K  +  i        n  —  ju  1  1  —  w'*  +  ^ 


kft               X      '  //  4- 1  ■      1  —  w"     ■ 
Da  X  = ~>  n    ist.    so  ist  —  <'  1.      Ebenso 

1      l_w.«+l  .    . 

ist  r^r  •  — :; <C  1 »  wie  sich  aus 

/f  -|-  1        1  —  ti)f^ 

1  —  t/>"  +  i_  1— w-|-tu(l  —  (a")_  1 

1  —  ü)f~  ~~  1  — iJ'  ~~  1  4-w-|-w'-f  ...-|-w"  +  i 

+  w  <  1  +  w  <  2 

ergiebt.     Hieraus   folgt     "  "^ '  «<  1 .     Von  allen  ku  ist  ä:„  am 

kleinsten.     Die  «Bedingungen  b?)  lassen  sich  also  ersetzen 
durch  die  eine  Bedingung: 

c?)  €  ^  n  .  ( — j  .  (A'"  —  M") . 

Soll  hierin  e  der  Bedingung  0  <<  «  ^  1  gemäfs  wirklich  den 
Wert  1  erreichen  können,  so  mufs 


n  .  (— )".  (iV«—  i/")  >  1 


sein ;  sollen  andererseits  die  Schwankungen  dfu ,  die  zufolge 
ag  V)  mit  wachsendem  N  sinken,  nicht  unnötig  eingeschränkt 
werden,  so  mufs 

n.  (-?-)". (iV"-ilf")=l,  oder  ^  =  "j/^f"  +  i- .  (-^ V 

genommen  werden.  —  Rekapitulieren  wir  alles  bisherige, 
so  haben  wir  folgendes  Resultat:  Bestimmt  man  eine  Zahl 
N  mittels  der  Gleichung 
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und    beschränkt    man   die    Schwankungen   (5/«    gemäfs    den 
Beziehungen : 

B'>)      mod  (5/,  <-.(-)  \^,)        ,  (^  =  1,2,. ..n) 


worin 

CO) 

ist,  so  hat  man 


0<«<1 


DO) 


mod  z/  =  (>5 .  ()^  . . . ^^  << £  .  ( -ö")  '  und  folglich  auch 


Sind,  was  wir  von  nun  an  voraussetzen,  die  Schwankungen 
df^  80  eingeschränkt,    dafs  die  Ungleichheit  D?)  erfüllt  ist, 

so   mufs   mindestens    einer  der  Modulen  Q^ . . .  Q^  kleiner 


als 


a 


G 


sein.     Angenommen,  es  sei  q^<^---\    dann  ist  jeder 

Li 

andere  Modul (>,,(v  =  2,  ^...q) 

gröfser  als  — ,  wie  sich  un- 

mittelbar  ergiebt,  wenn  man 
das  in  der  s-Ebene  liegende 
^y     Dreieck  mit  den  Seiten 
^j,  ^v,  mod  (Sj  — Sv) 
betrachtet  (Fig.  2). 

Hieraus   ergeben    sich   obere  Grenzen  fUr  d,  (>2»  •  •  •  Ca* 


Ist  z.  B.      q^  <  — ,  so  ist  ^ 


•••^^>(t) 

oder  ^^..^^>(|-)"    '. 

Zusammen  mit  D?)  liefert  dies: 


«  +  •••  +  " 


^    (7     V 


§2.    Die  algebr.  Funktionen:  Definition  u.  Qrundeigenschaften.        H 
Wir  können  daher  allgemein  sagen: 

Ist  ?i  < "2 '  ^^  ^st  ^i  =  ^^^ (*' — «i)<  2  •  1^ f; 


ff  j  ff     ^  _ 

und  jedesmal  alle  übrigen  q  grüfser  als  -^,  wie  klein  auch 

€  sein  mag.  —  In  diesen  Beziehungen  bezeichnet  s'  eine  der 
Wurzeln  s[,  .  . .  s'y,  .  . .  s'^.  Für  jede  dieser  Wurzeln  sj,  giebt 
es  nach  dem  Vorigen  eine  Wurzel  s«  der  ursprünglichen 
Gleichung  II?),  so  dafs 

mod  (sl  —  s„)  <  Y  /r 

ist,  wo  r  eine  der  Zahlen  t,  u. . . .  v  bezeichnet. 

ff     "/■— 
Ist  mod  {s[  —  Sa)<C-^-y  €,  80  ist  ferner  für  €  =  0 : lim  s[ 


2 


ß 


„  mod  (4  —  Sß)<^-VJ,„„       „        „    £  =  0:  lim  4 


^aj 


S|*, 


„  mod(s;  — Sy)<---l/f,  „    „       „        „    £=0:lims^  =  Sj,, 

wo  a,  ß,  . . .  y  Indices  aus  der  Reihe  1,  2,  . . .  q  sind.  —  Um 
etwas  Näheres  über  diese  Indices  zu  erfahren,  erinnern  wir 
uns  daran,  dafs 

und  daher 

ist.  Läfst  man  hierin  e  =  0  werden,  so  verschwindet,  gemäfs 
B?),  die  linke  Seite  identisch,  rechts  geht  s'  in  s,  s[  in  s„, 
Sa  in  Sß,  . . .  s^  in  Sy  über,  und  es  wird  daher  identisch : 

(S  —  S„)   {S  —  S^)...{S  —  Sy)  =  {S—  S^y.  (S  —  83)" .  .  .   (S  —  SqY, 
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was  nur  dann  möglich  ist,  wenn  von  den  Indices  a,  ß, . .  .y, 
t  den  Wert  1,  u  den  Wert  2,  . .  .  v  den  Wert  q  haben.  — 
Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

SfttZ  VF)  Grenzt  man  die  Schwankungen  öf^  der 
Koeffizienten  J\  •  •  ■  fu,  der  Gleichung  II?)  ein 
gemäfs  den  Bedingungen: 

A«)  N=YM'+\.{^y, 

£       /  (7\*    /      1      \"  — " 

B?)       raod  (Jy;  <:  - .  (^- j  .  (^-^^  j        ,  (/t  =  l,  2,  ...n) 

C?)  0<6^1, 

so  ordnen  sich  die  Wurzeln  s'  der  neuen 
Gleichung  in  so  viel  Gruppen,  als  die 
Gleichung  119)  von  einander  verschiedene 
Wurzeln  hatte.  Einer  ^-fachen  Wurzel  s^ 
von  n?)  entspricht  eine  Gruppe  von  ^Wurzeln«' 
der  neuen  Gleichung,  und  es  ist  für  jede  dieser 
t  Wurzeln 

a     <  - 

für  £  :^  0  gehen 
diese  t  Wurzeln  s' 
alle  über  in  s^. 

Der  Inhalt  dieses 
Satzes  läfst  sich  geo- 
metrisch leicht  veran- 
K'  schaulichen.  —  Wir 
führen  zwei  Zahlen- 
ebenen ein,  eine  für 
die  Koeffizienten  und 
eine  für  die  Wurzeln. 
In  der  /-Ebene  mar- 
kieren wir  die  n  Punkte, 
welche  die  Werte  von 
/j  . . .  /„  für  ein  be- 
stimmtes z  darstellen 
(Fig.  3),   und  schlagen 


Fig.  3. 


§ 'J.    Die  algebr.  Funktionen:  Definition  u.  Grnudeiyeuschafteu.        l;i 

um    diese    n  Punkte    Kreise    C, ,  .  .  .    C„  . .  .   C„    mit    den 
liadien 


P"  =  t(t)"(7V)"    ">(/'=l'2...n 


). 


Die  Bedintrung:  B?)  für  mod  ^A,  heifst  dann  nichts  anderes, 
als:  dafs  die  Koeffizienten/p  .../!,,.../„  in  ihren  Schwankung;en 
auf  das  Innere  der  Kreise  C, ,  ...  C,„  .  . .  C'„  beschräni^t  sein 
sollen.  Wird  t  =  o.  so  reduzieren  C^  . . .  C„  sich  auf  ihren 
Mittelpunkt.  In  der  n- Ebene  markieren  wir  ebenso  die 
q  Wurzeln  5j  ...  s^.  Die  entsprechenden  Punkte,  die  wir 
kurzweir  mit  s^  . . .  s,  bezeichnen,  lip<i:en  alle  innerhalb  eines 
um  den  Punkt  .9  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  v.M 
beschriebenen  Kreises  K.  Um  Sj  .  . .  St^  als  Mittelpunkte  be- 
schreiben  wir   weiter   Kreise    Ä",,  ...  Kq    mit    den    Radien 

Q  t  fr  V  

rl  =  —  •  V  «,  •  •  •  ^q  =  -^  •  Vb'i  diese  Kreise  liegen  alle  inner- 

halb  eines  um  ,<»  =  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  y.N'^  /.M 
beschriebenen  Kreises  A''.  Nach  dem  vorigen  Satze  liegen 
dann,  so  lange  /, ,.../»  in  ihren  Schwankungen  auf  das 
Innere  der  Kreise  C,  . . .  C«  beschränkt  sind,  innerhalb  K^ 
t  Wurzeln  s',  innerhalb  iC  u,  . . .  innerhalb  Kq  v  Wurzeln  s'. 
Es  sind  somit  alle  Wurzeln  .s'  eingegrenzt,  und  zwar,  da 
K^,  . . .  Kq  sich  nicht   schneiden   können,  jede   nur   einmal. 

Die  im  Vorigen  durchgeführte,  von  Christoffel  in 
seinen  Vorlesungen  über  Abel'sche  Funktionen  vorgetragene 
Methode  der  Eingrenzung  der  Wurzeln,  benutzen  wir,  um 
nachzuweisen,  dafs  s^  . . .  s„  stetige  Funktionen  von  f . . .  f^ 
sind. 

DBflnitiOni  Eine  Funktion 'S  der  komplexen  Variabein« 
heifst  innerhalb  eines  bestimmten  Gebietes  G 
der  «-Ebene  stetige  Funktion  von  t,  wenn  mit 
der  e:röfsten  Schwankung  von  t  innerhalb  G 
auch  die  Maxinialschwankung  von  S  innerhalb 
des  G  entsprechenden  Gebietes  der  «S-Ebene 
verschwindet.*) 


•)  Christoffel :    Mathem.  Ann.  ßd.  53. 
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Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dafs  der  Maximal- 
sehwankung  von  t  innerhalb  G  die  Maximalschwankung  von  5 
nicht  zu  entsprechen  braucht. 

Beschränken  wir,  wie  im  Vorhergehenden,  die  Schwan- 
kungen öfa  auf  das  Innere  der  Kreise  C^,  . . .  C„,  so  sind  die 
Maximalschwankungen  von  /j  . . .  fn  innerhalb  dieser  Gebiete: 

Die  Maximalschwankungen  von  s^,  . . .  «„  innerhalb  der  ent- 
sprechenden, nachgewiesenen  Schwankungsgebiete  K^  . . .  K^ 
sind 

Aus  den  Werten  der  r  und  r'  ergiebt  sich  aber:  läfst  man  e 
kleiner  werden,  so  nehmen  2/*^,  ...  2r„  und  mit  ihnen 
2ri,  ...  2r'^  ab;  wird  €  ^  0,  so  verschwinden  2r, ,  ...  2r„ 
und  zugleich  auch  2r[, .  .  .  2)^  Zusammen  mit  den  Sätzen  11?) 
und  III?);  dieses  Paragraphen  liefert  dies  den 

Satz  YII  )  Die  Wurzeln  Sj,...s„  der  algebraischen 
Gleichung 

sind  stetige  Funktionen  der  Koeffizienten 
fi,...fn,  SO  lange  keiner  dieser  Koeffizienten 
unendlich  wird. 

Die  Koeffizienten  /, ,  . .  ./„  sind  rationale  Funktionen 
von  z,  also  stetige  Funktionen  von  z,  so  lange  sie  nicht  oo 
werden.  Innerhalb  eines  Gebietes  G  der  ^-Ebene,  in  dem 
/j,  . .  .  fn  endlich  bleiben,  verschwinden  also  mit  der  Maximal- 
schwankung von  z  auch  die  Maximalschwankungen  von/^, .../«, 
und  mit  diesen,  nach  dem  vorigen  Satze,  auch  die  Maximal- 
schwankungen von  Sj,  ...  s„.     Wir  haben  so  den 

Satz  illl  )  Jede  algebraische  Funktion  s  ist  stetige 
Funktion  von  z,  so  lange  sie  nicht  unendlich 
wird. 

Fassen  wir  alle  Kesultate  dieses  Paragraphen  zusammen, 
so  erhalten  wir  den 
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FundamentalsatZ :  Die  einzig-e  Art  von  Unstetigrkeit, 
die  eine  alg-ebraische  Funktion  darbieten  kann, 
besteht  darin,  dafs  sie  unendlicli  wird;  dies  wird 
sie  nur  zu  endlicher  Ordnung-  und  nicht  un- 
endlich oft. 

Dieser  Kuiulainentalsatz  <^\\t  auch  für  die  einwertigen 
rationalen  Funktionen  von  z;  während  diese  letzteren  aber, 
aufser  dem  l'nendliehwcrden,  keine  weitere  Art  von 
Sing:ularitäten  aufweisen,  werden  wir  im  folgenden  Para- 
graphen eine  zweite  Art  von  Singularitäten  algebraischer 
Funktionen  kennen  lernen. 


§  3.  3Iehrcleutigkeit  der  algebraischen  Funktionen; 
Verzweigungspunkte  und  vielfache  Punkte. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  nehmen  wir  die  Grund- 
gleichung 

als  irreducibel  an,  d.  h.,  wir  setzen  voraus,  das  Polynom 
(Pq  .  s** -{-...  -\-  (fn  lasse  sich  nicht  zerlegen  in  zwei  in  s  und 
z  ganze  Faktoren. 

In  der  -^- Ebene  nehmen  wir  einen  beliebigen,  nicht 
singülären  Punkt  c  =  a,  in  dem  also  Sj, . . .  s„  w  von  einander 
verschiedene  Werte  haben.  Eine  dieser  Wurzeln,  etwa  s^, 
fassen  wir  ins  Auge. 

Vom  Punkte  z  =  a  ausgehend, 
lassen  wir  z  auf  einem  Wege  l,  der 
sonst  beliebig  ist,  aber  durch  keinen 
singülären  Punkt  hindurchgehen  soll, 
bis  zum  Punkte  z-=  ß  gehen  (Fig.  4). 
Nach  dem  Schlufssatz  des  vorigen 
Paragraphen  ändert  sich  Sj  stetig 
auf  diesem  Wege  und  geht  vom 
Anfangswerte  .s^  (a)  in  einen  be- 
stimmten Endwert  s^  (ß)  über.  Diesen 
Weg  /  ändern  wir  nun,  mit  Bei- 
behaltung  der  Punkte  a   und  ß,  in 


folgender  Weise. 


Fig.  4. 
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Jedem  Punkte  y  von  /,  in  dem  f\.  . .  fn  die  Werte 
/i  iy)y  •  •  ■  fn  {y)  haben  mögen,  ordnen  wir  einen  aufserhalb  l 
liegenden  Punkt  y'  so  zu,  dafs  die  Bedingungen: 


K9) 


mod^/„<-^(|-y:(^y  ", 


erfüllt  bleiben.  Dadurch  wird  dem  Werte  s^{y)  nach  den 
Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  eine  und  nur  eine  Wurzel 
s'i  so  zugeordnet,  dafs 

G 

mod  {s\{y')  —  «i  (/))<  y  .  « 

ist.  Führen  wir  dies  für  alle  Punkte  von  l  so  aus,  dafs  die 
Punkte  y'  einen  zusammenhängenden  von  a  nach  ß  führenden 
Linienzug  /'  bilden,  so  wird  V  um  so  näher  bei  l  liegen,  je 
kleiner  wir  e  nehmen,  und  es  wird  sich  s[  längs  l'  stetig 
ändern.     Zu   Anfang   ist   s\  (a)  =  s^  (a),   längs  l'  ist  überall 


mod  (s[ 


o 


Sj )  <^  —  .  €  und  für  £  =  0  geht  s[  in  s^  über;  im 

Li 


Punkt  /?  ist  also  wieder  ü\  [ß]  =  s^{ß),  d.  h.:  geht  s^  auf  den 
zwei  benachbarten  Wegen  l  und  l',  deren  Nachbarschaft 
durch  die  Bedingungen  A?)  festgelegt  ist,  vom  nicht  sin- 
gulären  Punkt  a  zum  nicht  singulären  Punkt  /i,  so  erreicht 
es  in  ß  jedesmal  denselben  Endwert.  Dasselbe  gilt  einzeln 
I  iir  Ort  j  • . .  Sf^, 

Konstruiert  man,  unter  bestän- 
diger Innehaltung  der  Bedingungen 
A?)  zu  /'  weitere  Nachbarwege  l",l"', 
u.  s.  w.,  so  erhält  man  schliefslich 
zwischen  a  und  ß  zwei  Wege  /  und 
/j  (Eig.  5),  deren  entsprechende  Punkte 
überall  endlichen  Abstand  von  ein- 
ander haben.  Liegt  weder  auf  / 
und  /^,  noch  zwischen  denselben 
ein  singulärer  Punkt,  so  führen 
beide    Wege    jede    Wurzel    s,.    von 


Fig.  5. 
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demselben     Anfano:swerte    s,  (ce)     zu    demselben    Endwerte 

Die  Natur  dtr  hierbei  ausgeschlossenen  singulären 
Punkte  läfst  sich  genauer  angeben.  Wird  n  innerhalb  des 
von  l  und  /,   begrenzten  FlächenstUckes  (roo,  so  setze  man 

S  = ,   oder  umgekehrt  s  =  —x, -— , 

8 — a  °  S  —  1 

wo  a  eine  Konstante  ist.  Für  8  =  00  wird  «S  =::  1 ;  diejenigen 
Punkte  z,  in  denen  S  =  00  wird,  sind  die  Punkte,  in  denen 
s  =  a  wird,  also  die  Wurzeln  der  Gleichung : 

a"+/,(^).a"->4-...+/;(z)  =  0. 

Wählt  man  daher  die  Konstante  a  so,  dafs  die  m  Wurzeln 
dieser  Gleichung  auTserhalb  G  liegen,  so  ist  .S  innerhalb  G 
stetig.  Die  Wege  l  und  /,  führen  dann  -S  von  demselben 
Anfangswerte  zu  demselben  Endwerte,  wofern  6r,  l  und  /, 
keine  Wurzelkoineidenz  von  «S  enthalten.  Da  aber  die 
Wurzelkoincidenzen  fUr  8  und  s  stets  für  dieselben  Werte 
von  c  auftreten,  und  a  immer  so  gew^ählt  werden  kann,  dafs 
•S  in  6r  nicht  x   wird,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  der 

SntZ  1^)  Wird  die  algebraische  Funktion  s  von 
irgend  einem  Punkte  a  zu  irgend  einem  Punkte 
/?  stetig  fortgesetzt  auf  2  verschiedenen  Wegen 
/  und  /j,  und  ihr  in  a  jedesmal  derselbe  An- 
fangswert erteilt,  so  erlangt  sie  in  ^jedesmal 
denselben  Endwert,  wofern  weder  auf  noch 
zwischen  l  und  l^  eine  Wurzelkoineidenz  vor- 
kommt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar: 

SntZ  II)  Jeder  geschlossene  Weg  (Ringweg)  l,  der 
keine  Wurzelkoineidenz  umschliefst,  führt  jede 
Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück. 

Beweis:  Läfst  man  in  Satz  19)  den  Endpunkt  ß  des 
Weges  l  mit  dem  Anfangspunkte  a  zusammenfallen,  so  geht 
/  in  einen  Ringweg  über,  während  /^  sich  auf  den  Punkt  a 
reduziert,  also  irgend  eine  Wurzel  s,  vom  Werte  s,  (a)  zu  dem- 
selben Werte  s,  («)  überführt.  Stnd  dann  die  Bedingungen 
des  Satzes  I?)  erfüllt,  so  umschliefst  l  keine  Wurzelkoineidenz 

L and friedt,  Theorie  d.  algebr.  Funkt.  2 
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tmd  führt  jede  Wurzel  s,.  vom  Anfangswerte  s,,  (a)  zu  dem- 
selben Endwerte  wie  l^,  d.  h.  zum  Endwerte  s,  (a),  w.  z.  b.  w. 

Weiter  gelten  folgende  Sätze. 

S^tZ  III?)  Es  giebt  in  der  ^-Ebene  stets  Ringwege, 
die  eine  beliebige  Wurzel  Sy  nicht  zu  ihrem 
Anfangswerte  zurückführen. 

Beweis:  Würde  s,  auf  jedem  Ringwege  zu  seinem  An- 
fangswerte zurückkehren,  so  wäre  s,.  eine  einwertige  Funktion 
von  z,  und  weil  sie  nur  durch  Unendlichwerden  unstetig 
wird  und  dies  nur  zu  endlicher  Ordnung  und  in  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punkten,  sogar  eine  rationale  Funktion 
von  z  .s  —  .s,  wäre  dann  auch  rational  in  z,  was  der  An- 
nahme widerspricht,  dafs  die  Grundgleichung  irreducibel  sei. 

S^tZ  lY*?)  Für  jeden  Ringweg  l  bilden  die  Eudwerte 
der  Wurzeln  eine  Permutation  der  Anfangs- 
werte. 

Beweis:  Der  Ringweg  /  führe  die  n  Wurzeln 

^Ij   s.,,  . . .  s„ 

über  in  si,  S2,  ...«„• 

Dann  wird  zugleich  das  Gleiehungspolynom 

^  =  T'o  (^  —  *i)  {s  —  s^_)...{s  —  s„) 
übergeführt  in 

'^'  =  fPo  («  —  ^0  (^  —  •^2)  •  •  •  (s  —  s»)  • 
Da  fp  aber  ganze  Funktion  von  z  sind,  so  ist  identisch 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Endwerte  s[ s'„  bis  auf  die 

Reihenfolge  mit  den  Anfangswerten  s^  . . .  Sn  übereinstimmen. 

Nach  Satz  119)  kann  die  durch  einen  Ringweg  herbei- 
geführte Permutation  der  Anfangswerte  die  identische 
Permutation  sein,  nach  Satz  HP)  ist  dies  aber  jedenfalls 
nicht  immer  der  Fall. 

Satz  Y^)  Die  durch  einen  Ringweg  herbeigeführte 
Permutation  der  Aufangswerte  der  Wurzeln 
läfst  sich  stets  in  eine  Anzahl  cvklischer  Per- 
mutationen dieser  Anfangswerte  auflösen. 
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Der  Beweis  ergiebt  sich  ans  der  Leiire  v«tn  den  IVr- 
nintationen. 

SfttZ  YI"|  Ks  lilfst  sieh,  bei  irreduoibeler  Grund- 
j,'leiciiung,  stets  ein  Ringweg  so  anlegen,  dafs 
er  eine  beliebige  Wurzel,  etwa  Sj,  in  eine  be- 
liebige andere  Wurzel  Überfuhrt; 

und   umgekehrt: 

giebt   es   solche   Ringwege,    so   ist   die    Grund- 
gleichung irreducibel. 

Beweis:  Ad  1?)  Angenommen,  Sj  lasse  sich  durch  keinen 
Ringweg  in  eine  der  Wurzeln  .Sg  . . .  s„  überführen;  dann 
giebt  es  nach  Satz  111?)  sicher  einen  Ringweg,  der  v,  in  s^ 
überführt.  Ist  /  ein  solcher  Ringweg,  so  sind  zwei  Möglich- 
keiten vorhanden: 

a?)  auch  s.-,  läfst  sich  in  keine  der  Wurzeln  f.^...Sn  über- 
führen; dann  giebt  es,  wieder  nach  Satzlll'.'j,  einen  Ringweg, 
der  s^  in  c«;,  überführt.  Das  Produkt  {s  —  s J  (s  —  s^)  wäre  da- 
her eine  einwertige,  rationale  Funktion  von  z  und  die 
Grundgleichung  wäre  reducibei,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht. 

/S?)  Sg  läfst  sich  durch  einen  Ringweg  A  in  eine  der 
Wurzeln  .s^, .  . .  s„,  etwa  in  s„,  überführen.  Dann  wird  auch 
Sj,  wenn  z  hinter  einander  die  Ringwege  /  und  k  durch- 
läuft, in  s„  übergeführt,  was  gegen  die  Annahme  ist,  dafs 
s^  in  keine  der  Wurzeln  Sg  . . .  s„  übergeführt  werden  kann. 
—  Diese  letztere  Annahme  steht  also  im  Falle  a[')  in  Wider- 
spruch mit  der  vorausgesetzten  Irreducibilität  der  Grund- 
gleichung, im  Falle  z^*:)  in  Widerspruch  mit  sich  selbst,  ist 
also  falsch. 

Ad  2?)  Wäre  die  Grundgleichung  nicht  irreducibel,  so 
liefse  sich  das  Polynom  'P  derselben  in  mindestens  zwei 
Faktoren 

^o  ={s  —  Sk+i)  . . .  (s  —  s,  )  .. .  (s  —  S„),    (0  =  (P^  .  <P^) 

zerlegen,  die  einwertige,  rationale  Funktionen  von  z  sind. 
Führt  dann  ein  Ringweg  l  eine  Wurzel  s^  von  0^  =  0  in 
eine  Wurzel  s,.  von  *2  =  ^  über,   so  führt  dieser  Ringweg, 

2* 
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die   Une-leichheit   der   n  Wurzeln 


s„  vorausgesetzt,    ^^ 


nicht  zu  seinem  Anfangswert  zurück,  d.  h.  ^,  ist  nicht  ein- 
wertige Funktion  von  z.  Die  Annahme,  die  Grundgleichung 
sei  unter  den  obigen  Voraussetzungen  nicht  irreducibel,  steht 
daher  in  Widerspruch  mit  sich  selbst. 

SSltZ  YII*?)  Kann  ein  Ringweg  l  durch  Zusammen- 
ziehen oder  Erweitern  in  einen  anderen  Ring- 
weg l  so  deformiert  werden,  dafs  dabei  keine 
Wurzelkoincidenz  überschritten  wird,  so  liefern 
beide  Ringwege  l  und  l  dieselbe  Permutation 
der  Wurzeln,  vorausgesetzt,  dafs  man  alle 
Wurzeln  vom  Anfangspunkte  a  von  l  stetig 
fortsetzt  bis  zum  Anfangspunkte  a  von  l  (Fig.  69). 

Beweis:  a?)  Enthält  der  innere  Ringweg  keine  Wurzel- 
koincidenz, so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  des  Satzes  un- 
mittelbar aus  Satz  ITO). 

b'?)  Der  innere  Ringweg  (hier  l)  umschliefse  Wurzel- 
koincidenzen.  In  diesem  Falle  denken  wir  uns  den  Ring- 
weg l  {=  a  m  n  a)  zuerst  zusammengezogen  in  den  Ringweg 
l^  (=  aanvßa\  der  zum  Teil  mit  l  zusammenfällt  (Fig.  6  9). 

Da  zwischen  l  und  l^  keine 
Wurzelkoincidenz  liegt ,  so 
führen  beide  jede  Wurzel  Sv 
zu  demselben  Endwerte,  lie- 
fern also  dieselbe  Permutation 


Fig.  6. 


der  Anfangswerte  s,,  (a).  Denkt 
man  sich  daher  jede  der 
n  Wurzeln  s^  .  . .  s^ . . .  s„  von 
ihrem  Anfangswerte  s,.  (a)  stetig 
fortgesetzt  bis  zum  Punkte  a 
längs  des  Weges  al^a  und  be- 
zeichnet die  Werte  im  Punkte  a 
mit  .s,.(«)  (v  =  1,  2, . . . ??),  so  führt  der  Ringweg  af^ivßaa  eine 
Permutation  der  Anfangswerte  s,,(a)  herbei,  die  gleich  ist  der 
Permutation  der  Anfangswerte  s^,  (a),  die  der  Ringweg  amna 
liefert.  Nach  Satz  19)  läfst  sich  aber,  bei  der  stetigen  Fort- 
setzung einer  Wurzel,  der  Weg  ß  l^al^a  ohne  Änderung  des 
Endwertes  ersetzen  durch  den  Weg  ßla.  Der  Ringweg  l 
(=a/iipßa)  bringt  daher  dieselbe  Permutation  der  Anfangs- 
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werte  »,  (a)  hervor,  wie  der  Ringweg  /, ,  d.  li.  der  Kingweg  Ä 
pennutiert  die  Anfangswerte  s,  («,)  genau  ebenso  wie  der 
Kingweg  /  die  Anfangswerte  *\  (a)  pennutiert,  w.  z.  b.  w\ 

Aus  den  vorhergehenden  Sätzen  ergiebt  sich,  dafs,  wenn 
eine  algebraische  Funktion  s  längs  eines  von  -  beschriebenen 
Ringweges  /  stetig  fortgesetzt  wird,  es  für  den  Endwert  von 
.s"  von  entscheidendem  Einflufs  ist,  ob  /  Wurzelkoincidenzen 
umschliefst  oder  nicht.  Soll  eine  durch  eine  gegebene 
Gleichung  definierte  algebraische  Funktion  s  von  z  genauer 
studiert  werden,  so  hat  man  daher  zuerst  die  Wurzel- 
koincidenzen zu  ermitteln  und  hierauf  deren  Einflufs  zu 
untersuchen.  Zu  diesem  letzteren  Zwecke  legt  man  um  die 
einmal  ermittelten  Koincidenzpunkte  Kingwege,  die  immer 
nur  je  eine  Koincidenz  umschliefsen.  Diese  Ringwege  denken 
wir  uns,  was  nach  Satz  VII?)  erlaubt  ist,  so  angelegt,  dafs 
sie  die  Koincidenzpunkte  in  unmittelbarer  Nähe  umlaufen 
(Puiseux's  ,,courbes  elementaires"'). 

Über  die  Koincidenzpunkte  ist  noch  Folgendes  zu  be- 
merken : 

Ist  c  =  a  ein  Koincidenzpunkt,  in  dem  x  Wurzeln  der 
Grundgleichung  denselben  endlichen  oder  unendlichen  Wert 
annehmen,  so  sind  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden: 

1  ?)  Ein  den  Pimkt  r  ^  a  in  unmittelbarer  Nähe  um- 
laufender Ringweg  l  führt  diese  /Wurzeln  in  eine  Per- 
mutation derselben  über,  die  aus  einem  einzigen  x-gliedrigen 
Cyklus  besteht.  In  diesem  Falle  heifst  aein  Verzweigungs- 
punkt der  Funktion  s  und  zwar  ein  {•/.  —  l)facher  Ver- 
zweigungspunkt oder  ein  Verzweigungspunkt  von 
der  Ordnung  x.  Ist  speziell  x  =  2,  so  heifst  der  Punkt 
~  =  a  ein  einfacher  Verzweigungspunkt. 

2°)  Der  Ringweg  /  führt  die  x  Wurzeln  über  in  eine 
Permutation  derselben,  die  sich  in  i.i  Cyklen  auflöst.  Die 
Anzahl  der  Elemente  in  diesen  Cyklen  sei  Xj ,  Xg , . . .  x^ 
(x  =  Xj  -f- . . .  -[-  x,a),  wo  nicht  alle  Zahlen  x^  .  . .  x,(  gleich  1 
sind.  Der  Punkt  z=  a  ist  dann  wieder  ein  Verzweigungs- 
punkt der  Funktion  .s  und  zwar  läfst  sich  derselbe  ansehen 
als  entstanden  aus  der  Vereinigung  von  /.i  Vereinigungs- 
punkten von  den  resp.  Ordnungen  x^ ,  Xg , . . .  x^.  Ist  eine 
der  Zahlen  Xj  . . .  x„ ,  etwa  x,,  gleich  1 ,  so  ist  2  =  a  für  die 
den    entsprechenden    eingliedrigen    Cyklus    bildende   Wurzel 
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kein    Verzweig-ungspmikt,     sondern     ein     nicht     singulärer, 
regulärer  Punkt. 

3°)  Der  Ring  weg  /  führt  die  x  Wurzeln  in  eine  Per- 
mutation derselben  über,  die  sich  in  x  eingliedrige  Cyklen 
auflöst.  In  diesem  Falle  heifst  ^  =  a  ein  x-facher  Punkt 
von  s  ohne  Verzweigung,  oder  ein  x-facher  Punkt  mit 
getrennten  Zweigen.  Einen  solchen  Punkt  rechnen  wir 
nicht  mehr  zu  den  singulären  Punkten. 

Schliefslich  ist  noch  zu  erwähnen,  dafs  es  auch  Punkte 
z=  a  geben  kann,  in  denen  x  Wurzeln  denselben  Wert  a, 
x'-Wurzelu  denselben,  von  a  verschiedenen  Wert  o',  . .  .  an- 
nehmen. In  diesem  Falle  sind  für  jede  der  aus  x,  x' , . , 
Wurzeln  bestehenden  Wurzelgruppen  die  drei  eben  be- 
sprochenen Möglichkeiten  in  Betracht  zu  ziehen. 

Die  Resultate  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  haben 
uns  gezeigt,  dafs  die  algebraischen  Funktionen  von  z  nur 
zwei  Arten  von  Singularitäten  aufweisen:  Unstetigkeits- 
punkte  und  Verzweigungspunkte.  Die  Art  des  Un- 
stetigwerdens ist  bei  den  algebraischen  Funktionen  dieselbe, 
wie  bei  den  einwertigen  rationalen  Funktionen  von  z]  beide 
werden  unstetig  nur  durch  Unendlichwerden,  sie  werden  oo 
nur  zu  endlicher  Ordnung  und  nicht  oo  oft.  Bei  den 
algebraischen  Funktionen  treten  dann  noch  Verzweigungs- 
punkte auf,  und  diese  sind  es,  auf  denen  die  Mehrdeutig- 
keit dieser  Funktionen  beruht. 


§  4.    Beispiele  mehrdeutiger  Funktionen. 

Die  im  Vorigen  abgeleiteten  Resultate  wollen  wir  in 
diesem  Paragraphen  an  einigen  speziellen  Beispielen  erläutern 
und  namentlich  zeigen,  wie  geeignete  Ringwege  die  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  permutieren. 

Beispiel  P)     Sei 

s^—{z  —  a)  =  0. 

Die  durch  diese  Gleichung  definierte  algebraische  Funktion 
s  von  z  ist  2-wertig;  ihre  beiden  Zweige  s^,  s^  sind  gegeben 
durch  die  Gleichungen: 


s 


■^ = -l-  y  z  —  a,  «2  =  —  '^^  —  ^- 
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Im  Punkte  z  =  a  wird  s^=«^=0;  z  =  a  ist  also  uin 
Koincideii/puiikt. 

Von    einem    in    der  Niilu*  von  z^a  gelefrenen  Punkte 
z  ^  ^,    in    dem    j*    die    2    entgegenfrcsetzt    gleichen    Werte 

<Tj  =  4"  ^?  —  <^i  f^2  "=  —  ^^  —  ^  besitzt,  beselireihon  wir 
um  den  Punkt  :  =  a  einen  Ringweg  /  (Fig.  7'i).  Ist  nun 
iu  Poiarkoordiuaten: 


i 


«0  ist 


Fig.  7. 


a  =  7'  .e 


if 


2       *  2 
^1  =  ?      •  « 


.     <^2 


2       *  2 


X 


Beschreibt   z  von  2  =  C   aus   den  Ringweg  /,  so  wächst  cp^ 
mn  2  7r,  und  es  geht 


o^   über  in  s  =  q     .  e 


und  a^      „      „   s 


e 


ff. 


2> 


=  (7, 
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Der  Eing-weg  l  permutiert  also  die  2  Wurzeln  g^  und  o^j 
d.h.  z — a  ist  ein  Verzweigungspunkt  der  durch  s- —  {z  — a)  =  (> 
definierten  algebraischen  Funktion  s. 

Ein  zweimaliger  Umlauf  um  2  =  a  führt  jede  Wurzel 
wieder  in  sich  selbst  über.  Läfst  man  z  von  einem  Punkt  C' 
aus  (Fig.  7)  für  den  C' — a=.Q'.e"P'  ist,  einen  Ringweg  X 
durchlaufen  der  z^^  a  nicht  umschliefst,  so  kehrt,  wie  die 
Figur  zeigt,  (p'  zu  seinem  Anfangswerte  zurück.  Ein  solcher 
Ringweg  führt  daher,  in  Übereinstimmung  mit  Satz  11°)  §  3^ 
jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück. 

Beispiel  W)     Sei 

-      s^  —  (^3  _  a^)  ==  0. 

Die  Funktion  s  ist  zweiwertig;  ihre  2  Zweige  Sj,  s^  sind 
definiert  durch  die  2  Gleichungen: 


s^  =  -\~  V{z  —  a)  {z  —  aa)  {z  —  a- a), 
«2  =  —  V{z  —  a){z  —  aa)  {z  —  «^ a), 

1        ^      _ 
wo  a  die  3*®  Einheitswurzel  a  =  —  ^  -f-  ^  |^3  bezeichnet.  — 

Koineidenzpunkte  sind  die  Punkte  z  =  a,  z^^aa,  z  =  a^a. 

Führt  man  Polarkoordinaten  ein,  und  setzt: 

z  —  a  =  r^^ .  e^Vi^ 


z  —  a^ a^=  i'g  .  e  *^', 


so  erhält  man: 


J_     X  yi  +  yg  +  ys 

Beschreibt  z  einen  Ringweg  /,  der  keinen  der  3  Punkte 
a,  aa,  a^a  einschliefst,  so  kehrt  jeder  der  3  Winkel  cp^,  cp.^,  cp^ 
zu  seinem  Anfangswerte  zurück.  (Fig.  8).  Ein  solcher 
Ringweg  führt  also,  in  Übereinstimmung  mit  Satz  11,  §  3, 
jede  der  Wurzeln  Sj,  s^  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück. 

Beschreibt  z  einen  Ringweg  /,  der  einen  der  3  Punkte 
a,  aa,  a^a,   etwa  a,   umschliefst,   so  wächst  cp^  um  2ft,  cp^ 


§  4.    Beispiele  mehrdeutiger  Funktionen. 


25 


und  r/i,j  aber  kehren  zu  iliren  Anfangswerten  zurück.  Es 
geht  also 

s,    über  in  -|-  (r^  i\  r^)    .  e  =  «a» 

-g-     "2  *  ^'''  "^  '^^  "*"  '''^  "^  *'*' 
nnd  «3  in  —  (r^  r»  rg)    .  e  =  «i- 

Ein  solcher  Kingweg  perniutiert  daher  die  2  Wurzeln  .s^  und  s^. 
Dasselbe  gilt  von  allen  Kingwegen,  die  nur  einen  der  drei 
Punkte  a,  aa^  a.,  a  unischliefsen,  d.  h.  die  Punkte  a,  aa,  a^a 
sind  Verzweigungspunkte  von  s. 


Fig.  8. 


Beschreibt  z  einen  Kingweg  l,  der  2  der  3  Ver- 
schweigungspunkte,  etwa  a  und  a  a,  umläuft,  so  kehrt  (p^ 
wieder  zu  seinem  Anfangswerte  zurück,  während  fp^  und  (p^ 
je  um  2  TT  wachsen.     Es  geht  dann 

1       i 
Y      yC?'! +  9^2+ 9^3)  +  2  Tri 


JL    i. 

und  «2    j,   =  (^1^2  ^3)     •« 


^ij 


{<p\  +  72  +  ya)  -\-  2  7ii 


=    Sn 
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über.     Ein    solcher   ßingweg   führt    daher  jede   Wurzel   zu 
ihrem  Anfangswerte  zurück.     Dasselbe  Resultat  erhält  man, 

wenn  man,  was  nach. 
Satz  Vn^)  §  3,  erlaubt 
ist,  den  Ringweg  l  durch 
zwei  von  demselben 
Punkte  ausgehenden 
Ringwege  l^  und  l^ 
(Fig.  9)  ersetzt,  von 
denen  l^  nur  den  einen 
Verzweigungspunkt  a,  l^ 
nur  a  a  umschliefst. 

Jeder  Ringweg  end- 
lich, der  die  3  Ver- 
zweigungspunkte a,  a  a, 
a'-a  umschliefst,  per- 
mutiert Sj  und  Sj.  — 
Es  wird  sich  später*) 
ergeben,  dafs  der  un- 
endlich ferne  Punkt 
z  =  (x>  der  z  -  Ebene  ebenfalls  ein  Verzweigungspunkt  von  s 
ist,  ein  Resultat,  dafs  sich  übrigens  ohne  Schwierigkeit  auch 
aus  Satz  II*;)  §  3  ableiten  liefse. 


Fig.  9. 


Beispiel  lU'^     Sei 

s^  —  (z  —  a^)(z —  «2)  ...  (2 —  a.2q  +  i)  =  0. 

Die  Funktion  s  ist  zweiwertig  und  besitzt,  wie  eine 
Wiederholung  der  Betrachtungen  des  vorigen  Beispiels 
ergiebt,  einfache  Verzweigungspunkte  an  den  Stellen 
2  =  «j,  «o,  ...  «25  -I-].  Dazu  kommt  noch,  wie  in  Beispiel IP) 
ein  Verzweigungspunkt  im  Unendlichen. 

Ringwege  in  der  2^-Ebene  permutieren  die  2  Wurzeln 
s^,  §2  oder  führen  jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück, 
je  nachdem  sie  eine  ungerade  Anzahl  1,  S,  .  . .  2q  -\-  1  oder 
eine  gerade  Anzahl  0,  2,  ...  2  9  der  Verzweigungspunkte 
«j,  ß.T  ...  «27  +  1  umschliefsen. 


*)  Aus  Satz  III 0)  §  5). 
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Beispiel   IV«)     Sei 

.«.  (c  -  6,)  (c  -  b,)  -  (z  -  a^){z  -  a,)  =  0. 

Die  durch  diese  Gleichung  definierte  algehraische 
Funktion  ■<  ist  dreiwertig.  Bezeichnen  .Vj,  s.,,  s.^  ihre  Werte 
für  ein  gegebenes  -:,  und  ist 


—  l/(g  — ai)(^  — g.) 

>         y    iz-b^)iz-b,y 


wo  die  dritte  Wurzel  den  in  der  Arithmetik  gebräuchlichen 
Sinn  hat,  so  sind  s.,  und  .«g  gegeben  durch 

wo  «  wieder  die  dritte  Einheitswurzel  a=: ^-{--^-I^S 

bedeutet.  —  Führt  man  Polarkoordinaten  ein: 


SO  wird 


V  ?1  ^o   / 


H^3 H— ) 


und  wieder  ^2  =  a  Sj,  83=  a^  s^. 

Die  Funktion  s  besitzt  Wurzelkoincidenzen  in  den 
Punkten  «j.  «., ;  dort  wird  s,  =82  =  53  =  0.  Ebenso  findet 
Koincideuz     statt     in     den     Punkten     6^,  h^_ ;       dort     wird 


Bezüglich  der  möglichen  Ringwege  /  unterscheiden  wir 
folgende  Fälle: 

19)  /  unischliefst  keinen  der  vier  Verzweigungspunkte: 
alle  Wurzeln  kehren  zu  ihrem  Anfangswert  zurück. 

2?)  l  umschliefst  den  einen  Verzweigungspunkt  a^ : 
beim  Durchlaufen  von  l  in  positiver  Richtung,  d.  h.  in  der 
Richtung  der  wachsenden  Winkel,  wächst  r/)^  um  2  7r,  wäh- 
rend f/)2,  \py  und  \p^  ihre  Anfangswerte  wieder  erreichen. 
/  fuhrt  daher 
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-1     i (  yt+y»    _   V^i+ya     ,    2^\ 

••u       •      /  ^'i  ^2  \  3        V        3  3         "^    3  / 

s,   über  in   f     ^   ^    1    .  e 

27ri 

"  O-      •     &  ■     S^      m     et     ■      ■-■     Ort  • 

und  «2  iii  <^2  ^^  ^3»  "^3  ^^  ^  "^3  ^=  a^  «1  =  •»!. 

Der  Ringweg  /  permutiert  also  s^s^s.^  cyklisch  in  s^s^s^. 
Die  gleiche  eyklische  Permutation  s.^  Sg  s^  von  s^  s^  s,  bringt 
jeder  Ringweg  hervor,  der  nur  a^  umschliefst. 

39)  Z  umschliefst  nur  den  Verzweigungspunkt  b^  :  dui-ch- 
läuft  z  diesen  Ringweg  in  der  Richtung  der  wachsenden 
Winkel,  so  wächst  ip^  um  2  7r,  während  (f^y  cp^,  ip.-,  wieder 
ihre  Anfangswerte  erreichen.     Es  geht  dann  also 

27ii 


s^  über  in  s^  ,  e         ^      =  «^  ^^ 


^3  ) 


und  analog       s^  in  a"^  s^^=  s^^  s.^  in  «^  Sg  —  -2 

Der  Ringweg  ^  permutiert  also  ^^8^^.;^  cyklisch  in  5^8^52 - 
Die  gleiche  Permutation  bringt  ein  in  der  Richtung  der 
wachsenden  Winkel  durchlaufener  Ringweg  hervor,  der  nur 
den  Verzweigungspunkt  h^  umschliefst. 

Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  wir  uns  die  Ringwege  immer 
in  positiver  Richtung  durchlaufen  denken: 

4'?)  Ein  Ringweg  um  a^  und  a^  permutiert  s^s..^s.^ 
cyklisch  in  s.^  s^  s.^ ;  ein  Ringweg  um  a^  und  b^  führt  jede 
Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück,  und  ebenso  jeder 
Ringweg  um  a^  und  b^,  oder  um  a^  und  b^,  oder  a^  und  b^^ 
oder  um  sämtliche  vier  Verzweigungspunkte  a^,  a.^,  b^^  b.^. 
Analog  läfst  sich  die  durch  einen  Ringweg  um  b^  und  b.^ 
oder  um  je  drei  Verzweigungspunkte  hervorgerufene  Per- 
mutation von  Sj  «2  ^3  bestimmen. 

Zum  Schlufs  wollen  wir  noch  an  einem  Beispiele  nach- 
weisen, dafs  Koincidenzpunkte  nicht  notwendigerweise  Ver- 
zweigungspunkte p  sind. 

Beispiel  V9)       Sei  s^-\-z^  — 1=0. 

Die  Funktion  s  ist  dreiwertig.  Bezeichnen  s^,  s^,  s^  ihren 
Wert  für  ein  bestimmtes  z,  und  setzt  man 
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«1  — 

n^ 

■1)(. 

a)(z-o2),      {a  = 

= ; 

80  ist 

«2  —  «  ^  J 
»8  —   "■«!• 

Durch 

Einführung:  von 

Polarkoordiuaten : 

z- 

—  1  —  rj .  e<v., 

z- 

—  a  —  r,  ,  e»'/^, 

z  - 

—  a^— T-g.e'V», 

wird  hieraus: 

«1 

-{r, 

rg  7-3)  ^  .  e  "* 

+  9^») 

und  \v 

ieder 

h  = 

=  a  s, ,  «3  =  «2  *i  • 

Koincidenzen  zwischen  ■'^,,-^0.53  finden  statt  in  den 
Punkten  c  =  1,  a,  a'-.  Wiederholt  man  die  Betrachtungen 
des  vorigen  Beispiels,  so  ergiebt  sich: 

1 9)  Ringwege,  die  keinen  der  drei  Verzweigungspunkte 
umschliefsen,  führen  jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte 
zurück. 

29)  Ringwege,  die  nur  einen  der  drei  Verzweigungs- 
punkte umschliefsen,  permutieren  Sy%s..,^  cyklisch  in  s^s.^s^^ 
wenn  sie  von  den  Variabelen  2  in  der  Richtung  der  wachsenden 
Winkel  durchlaufen  werden.  z=-l^  a,  u-  sind  daher  Ver- 
zweiguBgspunkte. 

39)  Ringwege,  die  zwei  Verzweigungspunkte  umschliefsen, 
und  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  durchlaufen 
werden,  permutieren  s^s^s.^  cyklisch  in  s^s^s^. 

49)  Ringwege,  welche  die  drei  Verzweigungspunkte  um- 
schliefsen, führen  jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück. 

Wir  untersuchen  nun  auch  noch  das  Verhalten  von  s 
für  c  =  oo.     Zu  dem  Zwecke  setzen  wir: 

*  "  s"  ^  "  2" 
wodurch  die  Grundgleichung  in 
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übergeht,  und  untersuchen  s'  als  Funktion  von  z'  für  z'  ^=0 
(z  =  oo).  —  Es  ist  zunächst 


1          / 

■ ,    S2  —  a  .Si  ,    «3 

3 

Vz''        1 

a         a^ 

a^        a 

$2 , 

S3  —  —  

oder 

Für  £:'  :=  0  wird  .«{  =  4  =  4  =  0  und  daher  Sj  =  s^ 
=  ,Sg  =00.  Für  2;  =  00  findet  also  Wurzelkoincidenz  statt. 
Führt  man  aber  Polarkoordinaten  ein: 

z'  ^r  .  e''P, 
z' —  1  =r^  .  e*'A, 
z'  —  a  =  r^e^  'P'', 
z'  —  «"  =  ^3  e^f', 

so  dafs  z.  B.  s[  sich  schreiben  läfst  in  der  Form: 

im 

^  ~  i     i  ' 

y    -3-(yi  +  y2  +  9'3) 

so  erkennt  man  sogleich:  durchLäuft  ~'  einen  Ringweg,  der 
z'=  0  umschliefst,  aber  2'=  1,«,«"  ausschliefst,  so  erreichen 
(Pi,(p2,fPs  wieder  ihre  Anfangswerte,  während  (p  sich  um 
2  ?r  ändert.  s[  und  ebenso  s',  und  4  kehren  daher  auf  einem 
solchen  Ringweg  zu  ihren  Anfangswerten  zurück.  Also  führt 
auch  ein  Ringweg  von  z  um  z  ^  00  jede  der  drei  Wurzeln 
«j ,  s^T ,  Sg  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück.  Der  Punkt  z  =  co 
ist  daher  für  s  ein  dreifacher  Punkt  ohne  Verzweigung. 
Dieses  Resultat  liefse  sich  auch  aus  Satz  II?),  §  3  ab- 
leiten. 


§  5.    Bestimmung  der  Wurzelkoincidenzen. 

Soll  die  durch  die  Grundgleichung: 

19)         F  ys,z)  =  cp^  .  s»  -^  cp^  s^-^  ^  .  .  .  -\-  cpn=  0 

definierte  algebraische  Funktion  s  von  z  genauer  untersucht 
werden,  so  ist  es  unbedingt  notwendig,  zuerst  die  Zahl,  Lage 
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und  Natur  ilircr  Verzwcifrunjrspimkte  zu  bestimmen.  Da 
aber  Ver/.wt'i^nin<rsj)unkte  nur  dann  auftreten  können,  wenn 
zwei  oder  mehr  Wur/eln  .s  von  l'.'j  für  das.selbe  z  gleiche 
Werte  annehmen  (koineidieren),  so  mufs  der  Bestimmung 
der  Verzweigung.spunkte  die  der  Wurzelkoineidenzen  voraus 
gehen. 

Die  Grundgleichung  I?)  besitzt  gleiche  Wurzeln  nur  für 
diejenigen  Werte  von  :,   die  neben  1'.')    auch  die  Gleichung 

befriedigen.  Eliminiert  man  .•;  zwischen  I?)  und  11?),  so  er- 
giebt  sich  eine  Gleichung  für  c,  deren  Wurzeln  die  Koinci- 
denzen  liefern. 

Übersichtlicher  läfst  sich  diese  Elimination  in  folgender 
Weise  vornehmen.  Bezeichnet  man  die  Polynome  der 
Gleichungen  I?)  und  11?)  kurz  mit  i'^und  /^,  so  verschwindet 
bei  gleichzeitigem  Verschwinden  von  F  und  F'  auch  das 
Polynom : 

UI?)  F^  =  nF—s.F'. 

i\Ian  erhält  die  Wurzelkoineidenzen  also  auch,  wenn  man  s 
aus  den  Gleichungen 

2?)         F^  =  (p^.  s»- 1  -f  2r/)2  .  «"-2  -f-  . .  .  ^  nr/)„  =  0 

eliminiert  und  die  sich  ergebende  Resultante  nach  z  auflöst. 
—  Diese  Kesultante  ergiebt  sich  am  einfachsten  nach  der 
Sylvester'schen*)  sogenannten  dialytischen  Eliminations- 
methode in  Determinantenform. 

Wir  multiplizieren  die  Gleichung  1?)  der  Reihe  nach 
mit  5"-'-,  s»»--3j  —  s,  s^\  die  Gleichung  2?)  ebenso,  und  sehen 
die  so  entstehenden  2{n  —  1)  Gleichungen  an  als  Gleichungen 
mit  den  2  {n —  1)  Unbekannten  «^»-a,  .s2"-4^ . . .  s,  s^.  Die 
Resultante  dieser  Gleichungen  läfst  sich  schreiben  in  der 
Form: 


*)  Sylvester,  Philosophical  Magazine  f.  1840.  No.  101. 
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3?)  D. 


0         nf/)„        {n-l)cp^ 2f/>n_.2 


0 


0 
0 


0 
0 


0 

fpi 

0 


0 


0 
St/'s 


»«9'o      (■'*-l)9'i  (^i-2j<jp2 

{n-\)cpn-i     n(pn  0  0., 

{n-l)q>n-i      ncpn      0  ., 


fpn-l 

0 
0 


0  0  0        ...       rp^  2^2        3^3 nf/)„ 

Diese  Determinante  D  heifst  die  Discriminante  der  Grund- 
gleichung- F=0.  Für  dieselbe  gilt  der  aus  der  Algebra 
bekannte 

Satz  I")  Die  Gleichung  i^(s.~j  =  0  hat  dann  und 
nur  dann  mehrfache  Wurzeln,  wenn  ihre  Dis- 
criminante D  verschwindet. 

Will  man  daher  die  Wurzelkoincidenzen  von  7^=0 
ermitteln,  so  berechne  man  D  und  löse  die  Gleichung  Z>  =  0 
nach  z  auf.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  Werte 
von  z,  für  die  zwei  oder  mehr  Wurzeln  s^. . .  s„  von  .F^=:0 
einander  gleich  werden. 

Beispiel:  Die  Grundgieichung  heifse: 

S zs^-\-d  (l—z)  s  -\^  (l—z)  =  0 . 

Die  Discriminante  D  dieser  Gleichung  lautet,  in  Determi- 
nantenform geschrieben : 


D 


24:Z 

0 

0 

24:Z 

0 

6(1- 

0 

0 

3(1—2)  0 

0  3(1—2) 

:)     3(1-2)  0 

6(1—2)        3(1—2) 

oder,    wenn    wir   entwickeln    und   von    einem    Zahlenfaktor 
24  .  108  absehen : 

n=z{i—z''){z-}-i). 

Es  finden  also  Wurzelkoincidenzen  statt  für  2= — 1,  0, -j-l. 

(n  m\ 
S,  z)  =  0, 

in  der  mindestens  ein  Koeffizient  cp   bis  zum  Grade  m  in  2 
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an^teijrt.  ist,  wie  die  Deterininanteiifonii  derselben  zeijrt,  in  - 
höi'hstcMis  vom  Grade  '2>n(n  —  l).  Bezeichnet  man  daiier 
als  ein  fache  Koincidcnz  eine  solche,  hei  der  nur  zwei 
gleiche  Wurzeln,  und  nicht  mehr  als  2-j;liedrif::e  (Gruppen 
gleicher  Wurzeln  oder  mehrere  Paare  gleicher  Wurzeln  auf- 
treten, 80  gilt  der 

SntZ  II'.'I    Die    Anzahl    der    einfachen    Wurzelkoinci- 
deuzen  einer  Gleichung 

f{s,z)  =  0 
beträgt  höchstens  2m(?j  —  1), 

Bemerkung:  Ist  das  Polynom  F  in  s  und  z  homogen 
"und  vom  Grade  //,  so  haben  </)„,  r/)j,  (/)„,  . . .  rpn  in  z  die 
Grade  0,  1,  2,  . . .  n.  Die  Discriminante  D  ist  dann  in  z 
vom  Grade  n  (n  —  1). 

Das  in  Satz  19)  aufgestellte  Kriterium  ist  insofern  un- 
vollständig, als  es,  streng  genommen,  nur  die  im  Endlichen 
liegenden  W^urzelkoincidenzen  liefert.  Will  man  prüfen,  ob 
auch  für  r  =  x>  Koincidenzen  auftreten,  so  hat  man  nur  die 

unabhängige  Variabele  z  zu  ersetzen  durch     ,    und  für  die 

Z 

neue  Gleichung  iii  s  und  z'  die  Discriminante  zu  bilden. 
Hat  letztere  den  Faktor  ~',  so  hat  die  ursprüngliche  Gleichung 
Wurzelkoincidenzen  für  2=  oo.  —  Einfacher  läfst  sich  jedoch 
diese  Frage  auf  folgendem  Wege  entscheiden. 

Statt    in    der    ursprünglichen    Gleichung   F  =0   zuerst 

^  ^=  -^  zu   setzen,    die  Discriminante    der   neuen  Gleichung 

in  s  und  ;:'  zu  bilden  und  dann  z'=:  0  werden  zu  lassen, 
kann  man  auch  die  Gleichung  F  =  0  zuerst  durch  z"' 
dividieren,  von  der  neuen  Gleichung 

r-m  I       -,m  I  I        -Hl 

die  Discriminante  D^ 

Landfriedt,  Tlieorie  d.  algebr.  Funtt.  3 
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A  = 


2  yn-2        ^r»-l  Q 


^m 


0 


w 


fiPo 


fpn  -  1 


0 

0 


0 


0 


Vi 


(fn 


bilden  und  darin  2;  =  oo  setzen.     Da  nun 

ist,  so  wird  D^  stets  und  nur  dann  Null  für  ^=  00,  wenn 
der  Grad  von  i>  in  ^  kleiner  als  2  m  (n  —  1)  ist.  Dies 
liefert  den  Satz: 

Satz  III*^)  Für  ^  =  CO  findet  Wurzelkoincidenz  statt 
oder  nicht,  je  nachdem  der  Grad  von  i>  in  2; 
kleiner  oder  gleich  2in{ri- — 1)  ist. 

Beispiel  1?)   Die  Discriminante  von 

8^5-"  -|-  3  (1  —  ^)  s  +  (1  —  2)  =  0 

ist  in  z  vom  Grade  4  =  2  m  (n  —  1).  Im  Unendlichen  findet 
daher  keine  Wurzelkoincidenz  statt. 

Beispiel  2°)   Die  Gleichung 

«3  _  3.2g  _|_  2^3  _  2iz"'  {z  —  if^  0, 

für  welche  w  =  3,  7n  =  4,  also  2  m  (w  —  1)  =  16  ist,  hat  die 
Discriminante : 

3  0                     —32'^                         0 

0  3                         0                         —3^2 

^—     0  —6^2  3[223— 2i22(^  — i)-]            0 

0  0                     —62^        3[2r^— 2eV(^  — ly^] 
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oder  entwickelt: 

D  =  —  3242^  (-'  —  if  {z-—  1). 

Diese  Discriminanti'    ist    in    z   vom   (irade  S<I2m(n  —  1); 
im    Unendlichen   tindet    daher    Wurzelkoincideuz    statt,    was 

sich    auch    leicht    durch    die    Substitution    s  =  — p,    z  =  — r- 
ergiebt.     Für  2  =  go  oder  c'=0  ist 

f,\  =  «2  =  S3  =  Ö,  d.  h.  sj  =  «2  =  *3  =  ^' 

Die  Discriininaiite  D,  die  wir  am  Aufanjc  dieses  Para- 
graphen in  Determinantenfonii  ausgedrückt  haben,  läfst  sich 
auch  in  einer  in  den  Wurzeln  x^,  .  . .  f'n  der  Orundgleichung 
F—  0  symnietrisclu'n  Form  darstellen.  —  Es  ist  /v  diejenige 
Funktion  der  Koeffizienten  ip^,  (f^  .  .  ■  ffn  von  F=  0,  deren 
Verschwinden  ausdruckt,  dafs  diese  Gleichung  gleiche  Wurzeln 
hat  oder  dafs  F  =  0  und  F'=^0  gemeinsame  Wurzeln 
haben.  Verschwindet  />,  so  wird  daher  auch  das  Produkt 
F'  16,  j .  F'  (s^)  . . .  F'  (s„)  =^  0.  Wird  umgekehrt  dieses  Pro- 
dukt gleich  0,  so  haben  F  =  U  und  F'  =  0  gemeinsame 
Wurzeln,  und  es  verschwindet  auch  die  Discriminaute  IJ. 
Es  gilt  daher  der 

SstZ  lY^I    Die    Discriminaute   />    der    algebraischen 

Gleichung  F\s,z)  =  0  ist  bis  auf  einen  von  Sj...«„ 
unabhängigen  Faktor  identisch  mit  dem  Produkt 

F' (s,) .  F' (s,)  . . .  F' {s„), 


wo   F'(s,)=(~)  ist. 


Um  diesen  Faktor  seinem  wesentlichen  Bestandteile 
nach  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  mit  a^,  Og.-.a«  die 
symmetrischen  Wurzelfunktionen : 


fPl 


fPo 

9>2 


7 


1  "n 


<Po 


«1-^2 «n=(— 1) 
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und  setzen  die  hieraus  sich  ergebenden  Werte 

fpl   =  <iPo  •  ^1?       ^P2=fPo'^2^    '  ■  '<Pn  =  {—  1)"  •  ffo  .  an 

von  (Pi,fp2-'-  ffn  in  den  Deterrainantenausdruck  von  D  ein. 
Dies  giebt: 

Die  hier  auftretende  Gröfse  H  ist  eine  ganze  Funktion  der 
symmetrischen  Wnrzelfimktionen  a^, .  . .  a„,  also  selbst  wieder 
ganze,  symmetrische  Funktion  von  s^  . , .  s„  und  mufs,  ebenso 
vsde  i>,  verschwinden,  so  oft  zwei  Wurzeln  einander  gleich 
werden.  Als  ganze  Funktion  der  Wurzeln  mufs  sie  daher 
durch  jede  Wurzeldifferenz  (sj  —  s^)  [i,  A-  =  1,  2  .  .  .  w,  i^  k) 
teilbar  sein.  Als  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln  mufs 
sie  jede  Wurzeldiffereuz  zweimal  als  Faktor  enthalten.  Es 
ist  daher  H^  bis  auf  einen  von  den  Wurzeln  unabhängigen, 
konstanten  Faktor  C,  gleich  dem  Quadrat  der  sogenannten 
alternierenden  Funktion  der  Wurzeln: 

Cl>  =  {s^  —  S,)  {S^  —  Sg)  .  .  .  (Si  —  s„) 

[Sa  «3  j  ...  («2  S„) 


(Sji—  1  S„)  , 

d.h. 

4?)  />»=  C.f/^/«-^(?-. 

Berücksichtigt  man  andererseits,  dafs 

^'(«l)  =  <Po  ih  —h)  ih—h)  •••(«!  —^n), 
F'  ih)  =  (Po  («2  —  «l)  ('^2  —  «s)  •  •  •  («-2  —  «n)  , 

F'iSn)  =  (Po{Sn  —  Si)  {Sn  —  S^)  •  •  •  (Sn—Sn-l), 

und  daher 

F'is,).F'{s,) . .  .  i^'(.„)  =9.^(-l)T"^"-^  <^^ 
ist,  so  erhält  man  für  D  den  Ausdruck: 


1 


5?)     D  =  C.  (— l)Y*'^"-^\  f^--2.  F'{s,) .  F'is,) . . .  F'(s„), 


wo   C   eine   von  s^ ,  s.2  . . .  «„   und  z   unabhängige,    konstaute 
Gröfse  ist.  —  Auf  die  Bestimmuns;  des  Zahlenwertes  von  C 
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gehen  wir  hier  nieht  ein,  da  dieser  Wert  im  tnl<;enden  keine 
Kolle  spielt. 

Wir   wollen    nun    noeh    zeigren,    wie  man  im  Falle  ein- 
facher Kuineideiizeu    mit    Hilfe    von  D    die    koineidierenden 

Wurzeln    von    F\s^z)^^0    bestimmen    kann,    ohne    diese 
Gleichung:  aufzulösen. 

Zu  dem  Zwecke  schicken  wir  einen  algebraischen  Satz 
voraus.     Es  sei 

eine  algebraische  Oleiehung,  Sj  . .  .  s^^  ihre  Wurzeln,    T>  ihre 
Discriminante.     Wir  bilden  das  Produkt 

(«  —  o) .  fp{s,z)  =  agS^+^-j-  .  .  . 
und    betrachten    die    Discriminante  D^    desselben.   —   Nach 
4?)  ist:  TJ^  =C^  -al^-^l, 

wo  Cj  eine  Konstante  und  </»j   die  alternierende  Funktion 
*i  =  {(^—-h)  i<^—-h)  •  •  •  (<^— «9) 

(Sj         S^)  .  .  .  {^S-^        Sq) 


(«3-1  — -59) 

der  Wurzeln  o,  s^  ,s^...  s^  von  {s—a) .  (f  (s,  2)  =  0  bezeichnet. 
Berücksichtigt  man  nun,  dafs 

^r  =  i.o  —  s^)  (a  —  s.-,)  . .  .  (a  —  Sq)  .  <P 

ist,  wo  «/'  die  alternierende  Funktion  der  Wurzeln  von  ^  =  0 
bedeutet,  so  erhält  man  sogleich  aus  4V) 


c. 

.al^ 

/r=l 

~" 

c. 

^29-2      (^2                ? 

0 

oder 

6^) 
wo  y 

eine 

Konstante 

=  7- 
ist. 

D., 
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Da  aufserdem 

%.  n{a  —  Sy)^=(p  (ff,  z) 

y.  —  l 

ist,  so  liefert  6?)  den 

Satz  Y)  Die  Discriminante  von  {s  —  ö).(p{s,z)  ist, 
von  einem  numerischen  Faktor  abgesehen, 
gleich  cp{o,zY  mal  der  Discriminante  vonf/)(s,^). 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Discriminante  D  von 

^=y'oS"  +  'JPi«"-'  +  ---  +  y« 
verschwinde   für    ein    bestimmtes  z   und   es   sei  s^  =s.^  =  a 
die    zweimal    vorkommende  Wurzel;    letztere   ist  dann  auch 
Wurzel  der  Gleichung 

^■(«,^)  =  V^os"  +  V'i  -^"-^  +  . .  .  +  r^„  =  0, 
wofern  zwischen  den  xp  die  eine  Beziehung 

stattfindet.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist,  wenn  /  einen 
beliebigen  Parameter  bedeutet: 

F-\-  l .  ¥=  {s  —  o)  [{s  —  o)  .  R  (s)  -f  ;. .  Äj  (s)] , 

und  die  Discriminante  J  von  F  -\-l  ¥  daher,  nach  Satz  V?), 
teilbar  durch  Ä^.     Andererseits  ist  aber  auch 

-f-  A^  (  .  .  .  )  4-  u.  s.  w. 

Da  nach  Voraussetzung  1>  =  0  ist,  und  J,  wie  eben  be- 
wiesen, durch  l-  teilbar  ist,  so  mufs  der  Koeffizient  von 
l  in  J  ebenfalls  verschwinden,  d.  h.  es  ist 

Diese  Beziehung  mufs  mit  der  einen  zwischen  ip^...  U'n 
vorausgesetzten  Relation  79)  identisch  sein;  es  sind  daher 
die  partiellen  Differentialquotienten 

bP         bP  bP 
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rosp.  ])roj»ortin(»aI  zu    tx".      a"~',  ...      1,     d.   li.    man  findet 
den  Wt-rt  von  u  durch  Division  zweier  aufeinander  tol^aMideii 

Differentialquotienten  aus  der  Reihe  -< ,...,. ■.  Wir 

können  somit  den  Satz  aussprechen : 

Satz  VI")    Besitzt  die  algebraische  Gleichung: 

fQ,  r)  =  ^0«"  +  qfi  .s»-  1+  .  .  .  4-  qp„  =  0 

fttr     ein     bestimmtes     z     zwei     koincidierende 
Wnrzeln  s^  =s^T=a,  so  ist  allgemein: 

hiJ         hD 
-\ •  ^^ =  °''- 

Hat  die  Gleichunjr  F=  0  fUr  ein  gegebenes  z  mehr 
al8  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  führt  die  im  vorigen  Satze 
mitgeteilte  Regel  nicht  mehr  zum  Ziele,  Wir  gehen  hierauf 
nicht  näher  ein  und  geben  nur  noch  eine  Anwendung  des 
Satzes  VI?)  auf  ein  spezielles  Beispiel. 

Beispiel.     Die  durch  die  Gleichung 


s 


3 


3  ^2  s  4-  2  ^3  —  2  z  2^  (^  —  ij2  =  0 


definierte  algebraische  Funktion  s  hat,  wie  ihre  Discriminante : 

]J  =  —  324  .z^{z  —  1)2  (^2  _  1) 

zeigt,  eine  Wurzelkoincidenz  für  z=l.  Einer  der  an  dieser 
Stelle  stattfindenden  Wurzelwerte  ist  =  -|-  2,  ein  anderer 
=  —  1 ;  die  Wurzelkoincidenz  ist  daher  eine  einfache.  Um 
zu  entscheiden,  welcher  der  zwei  Werte  -|-  2  und  —  1  an 
der  Koincidenz  teilnimmt,  entwickeln  wir  />  nach  den 
Koeffizienten  ^^,=1,  f/)j  =  0,  (p^=  —  3z'-,  ^^=:^2z^—2iz-{z—if; 
es  ergiebt  sich: 

D=81q>lcpl  +  12cp,cpl, 
bD        ^^        „      bD 


=  —  1. 


bD       bD  2cpl 


b(p^    '   ör/),  9% 

Für  ^  =  1  hat  also  die   obige  Gleichung  die  Wurzeln : 
-1,  -1,  +2. 
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§  6.    Reihenentwickehing  der  Wurzeln. 

Es  ist  bekannt,  welche  grofse  Rolle  in  der  Theorie  der 
einwertigen  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen  z  die 
Reihenentwickelung-  dieser  Funktionen  spielt.  Es  drängt 
sich  daher  von  selbst  die  Frage  auf,  ob  es  nicht  möglich 
ist,  auch  für  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
Reihenentwickelungen  analoger  Art  aufzustellen.  Die  Frage 
ist  bejahend  zu  beantworten ;  die  Reihenentwickelungen  ge- 
stalten sich  jedoch  etwas  anders  als  bei  den  einwertigen 
Funktionen,  und  zwar  infclge  des  Auftretens  von  Ver- 
zweigungspunkten. 

Bezeichnet  z=:  a  irgend  einen  Punkt  der  komplexen 
Zahlenebene,  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1?)  Ein  Ringweg,  der  in  unmittelbarer  Nähe  um  0=a 
herumläuft,  führt  jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück. 
In  diesem  Falle  verhält  sich  jede  Wurzel  s  in  der  Umgebung 
von  2;  =  a,  wie  eine  einwertige  Funktion,  und  läfst  sich 
demgemäfs  entwickeln  in  einer  Reihe  von  der  Form: 

1?)  s=lC,,.{z  —  aY, 

y. 

wo  die  ■/  ganze  Zahlen  bedeuten.  Wird  eine  oder  mehrere 
Wurzeln  unstetig  für  0  =  a ,  so  treten  in  den  Reihen- 
entwickelungen dieser  Wurzeln  negative  Exponenten  x  in 
endlicher  Anzahl  auf. 

IP)  z^a  ist  ein  Verzweigmigspunkt,  und  ein  in  un- 
mittelbarer Nähe  um  z  =  a  herumlaufender  Ringweg  per- 
mutiere in  cyklischer  Weise  die  o  Wurzeln  b^.  . .  s,. . .  ,  s^. 
Führt  man  eine  neue  unabhängige  Veränderliche  z'  ein  mit 
Hilfe  der  Substitution 

^  „  ~'o 

so  beschreibt  die  frühere  Variabele  z  n  Umläufe  um  den 
Punkt  z=a,  wenn  z'  den  Punkt  ^'=0  einmal  umkreist. 
Da  aber  n  aufeinander  folgende  Umläufe  von  z  um  r  =  a 
jede  Wurzel  Avieder  zu  ihrem  Anfangswerte  zurückführen,  so 
folgt :  die  Wurzeln  s^. . .  s,,  sind,  als  Funktionen  von  z'  auf- 
gefafst,  in  der  Umgebung  des  Punktes  2'  =  0  einwertig, 
lassen    sich  also   entwickeln  in  einer  Reihe  von  der  Form : 

s  —  "^6'    ^'^ 
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Geht  man  wieder  zur  ursjirün.^rlichen  \'ariabeleii  z 
zurück,  so  erliiilt  man  für  .«•,....'.,,  die  ^'■emeinsame  Ent- 
wickeluujjstbrm  : 

2?)  $  =  lCy,.{z—a)'\ 

Die  in  2.i  auftretenden  Koeffizienten  ('^  haben  dieselben 
Werte    in    den    Entwickeluujren    der    (j  Wurzeln,    die    den 

(i-gliedrigen  Cyklus   bilden.     Ist  a  =  e    ?     und  r  einer  der 

1 

Q  Werte  von  {:  —  a)?,  so  erhält  man  aus  der  für  den  ganzen 
Cyklus  gültigen  Entwickelung  2?)  für  die  einzelnen  Wurzeln 
dieses  Cyklus  die  Entwickelungen: 

I  C;  .  r%   la  .  C^  .  r%  Ict-  C^  .  r%  .  . .  Ja?  "  i  C^  .  r". 

y.  y.  y.  y 

Werden  in  c  =  a  die  q  Wurzeln  Sj  ,  . .  s^  unstetig,  so 
treten  in  den  Keilienentwickelungen  dieser  Wurzeln  negative 
Exponenten  z  in  endlicher  Anzahl  auf. 

Für  diejenigen  Wurzeln,  die  durch  einen  Umlauf  von  z 
um  den  Verzweigungspunkt  z=.a  wieder  zu  ihrem  Anfangs- 
wert zurückgeführt  werden,  gelten  wie  im  Fall  1^')  Ent- 
wickelungen von  der  Form: 

WO  möglicherweise  wieder  negative  Exponenten  /.  in  end- 
licher Anzahl  auftreten. 

Alle  Entwickelungen  von  den  Formen  19)  oder  2?)  haben 
ihr  besonderes  Konvergenzgebiet.  Denkt  man  sich  in  der 
z-Ebene  alle  singulären  Punkte  (Unstetigkeitspunkte  und  Ver- 
zweigungspunkte) von  s  markiert  und  um  2  =  a  als  Mittel- 
punkt einen  Kreis  K  beschrieben,  dessen  Peripherie  durch 
den  c  =  a  am  nächsten  liegenden  singulären  Punkt  geht,  so 
ist  die  für  irgend  eine  W^urzel  s,  gültige  Entwickelung,  sei 
sie  nun  von  der  Form  1  ?)  oder  2  %  innerhalb  Ä'  konvergent. 
Reicht  die  Konvergenz  der  Entwickelung  über  K  hinaus,  so 
können  die  auf  K  liegenden  Singularitäten  keine  Singu- 
laritäten von  .?,.  sein. 

Kennt  man  den  Wert,  den  eine  Wurzel  .s  einer  alge- 
braischen Gleichung  in  einem  nicht  singulären  Punkte  z  ^  a 
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der  c-Ebene  besitzt,  so  läfst  sich  mit  Hilfe  der  Reihen- 
entwickeluug  von  s,  in  der  Umgebung:  dieses  Punktes  der 
Wert  berechnen,  den  s,  erreicht,  wenn  der  Punkt  z  auf  einem 
Wege,  der  allen  Singularitäten  von  s,.  ausweicht,  von  z  =  a 
nach  einen  Punkt  2  =  6  geht.  Das  Verfahren,  das  von 
Puiseux  herrührt  (Puiseux-Fischer:  Untersuchungen  über 
algebraische  Funktionen,  p.  17 — 18),  ist  genau  dasselbe,  das 
auch  bei  den  einwertigen  Funktionen  benutzt  wird.  Es  liefert 
die  stetige  Fortsetzung  von  s,. 

Die  in  diesem  Paragraphen  für  die  Wurzeln  einer  al- 
gebraischen Gleichung  nachgewiesenen  Formen  der  Reihen- 
entwickelung in  der  Uma-ebune-  eines  Punktes  z  ^  a  sind 
von  gänzlich  verschiedener  Art,  je  nachdem  der  Punkt  z  =  a 
ein  Verzweigungspunkt  ist  oder  nicht.  Ist  z  ^  a  für  eine 
Wurzel  .«,  kein  Verzweigungspunkt,  so  schreitet  die  Ent- 
wickelung  fort  nach  ganzen  Potenzen  von  c  —  a.  Ist 
r  =  a  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung  o.  und  s,, 
eine   der  Wurzeln    des    zugehörigen   ogliedrigen  Cyklus,    so 

schreitet   die   Entwickelung   von  s,.   fort    nach   ganzen  Po- 

1 

tenzen  von  (~- — a) 'J .  Dieser  wesentliche  Unterschied  in 
der  Form  der  Reihenentwickelunu-  kann  hinwieder  dazu 
dienen,  um  zu  untersuchen,  ob  ein  Punkt,  in  dem  mehrere 
Wurzeln  koincidieren,  ein  Verzweigungspunkt  ist  und  von 
welcher  Ordnung  derselbe  ist,  oder  ob  er  ein  mehrfacher 
Punkt  ist,  ohne  Verzweigung.  Gelingt  es.  für  einen  Wurzel- 
koincidenzpunkt  z  =  a  die  Entwickelung  der  daselbst  gleich 
werdenden  Wurzeln  wenigstens  in  ihren  Anfangsgliedern 
festzustellen,  so  liefern  uns  die  Exponenten  von  z  —  a  so- 
gleich Aufschlufs  über  die  Natur  des  Punktes  z  ^=  a.  —  Im 
nächsten  Paragraphen  soll  eine  Methode  dargelegt  werden, 
um  wenigstens  die  Anfaugsglieder  dieser  Reihenentwickelungen 
zu  bestimmen. 


§  7)    Bestimmuiig  der  Reihenentwickeluiigen 

nach  Puiseux. 

Die  im  Folgenden  auseinanderzusetzende  Methode  ist 
zuerst  ausführlich  behandelt  worden  von  Puiseux  (Puiseux- 
Fischer,  2.  Teil,  p.  24  ff.)  und  reicht  in  ihren  Grundzügen  bis 
auf  Newton  zurück. 
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g:leich  a  werden.     Setzen  wir  dann 

s  =  a  -\-  s',  z  =  a  -^  z', 
80  erhalten  wir 

(n  fii        \ 

a  +  s',    a-irz)  =0, 

d.li.  F(ä,a)  +  i-^-J,,.'/.'^  =  0, 

oder,    da  /\ö,  «/  =  0  ist: 
1?)  llA.gz'fs'9  =  0. 

f    9        '^ 

Wird  z^  a,  also  :'  =  0,  so  werden  nach  Voraussetzunjs: 
-/  Werte  von  s  gleich  a,  also  x  Werte  von  v'  gleich  Null. 
Die  Gleichung  1'.')  mufs  daher  fTlieder  enthalten,  die  von  z' 
unabhängig  sind,  nicht  aber  von  s',  und  die  niedrigste 
Potenz  von  s',  die  in  diesen  Gliedern  vorkommt,  ist  s'"-. 
Umgekehrt  mufs,  wenn  s'=0  wird,  auch  einmal  ^'  =  0 
werden,  d.  h.  die  Gleichung  1  ?)  mufs  auch  ein  oder  mehrere 
Glieder  aufweisen,  die  von  .«'  unabhängig  sind  und  z'  ent- 
halten.    Glieder  ohne  s'  und  ~'   kommen   in  1?)   nicht  vor. 

Es  sind  nun  2  Fälle  zu  unterscheiden: 

Fäll  I)  Die  niedrigste,  in  den  von  s'  unabhängigen 
Gliedern  von  1'.')  vorkommende  Potenz  von  z' 
sei  die  erste  Potenz. 

Dann  hat  Vi)  die  Form: 

iA  .  z'  -\-  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  z' 
-^B.s'-'-^       „         „  „  „  „     / 

-|-  Glieder  mit  s'  und  z  =  0. 

Setzt  man  hierin 

z'^rf,  s'  =  v.i], 
so  geht  29)  über  in 

{A-\-  B  v")  ri'  -f-  Glieder  mit  dem  Faktor  ^^-^^  =  0, 
oder,  nach  Division  durch  ry'^,  in 

A-\-B  v"-  -f  Glieder  mit  dem  Faktor  »;  =  0. 
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Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Gröfsen  r  und  i] 
zu  berechnen,  und  zwar  wird  es,  wenn  wir  nur  die  Anfangs- 
glieder der  Entwiekelung  von  .s  haben  wollen,  genügen,  die 
angenäherten  Werte  von  v  und  ij  zu  bestimmen. 

Für  z  =  a  wird  z  =  0,  also  auch  rj  =  0.  In  der  un- 
mittelbaren Nachbarschaft  von  z  =  a,  d.  h.  von  r]  =  0  ist 
daher  angenähert: 

3?)  A-\-Bv''=0. 

Diese  Gleichung  liefert,  da  A  und  ß  7^  0  sind,  /  end- 
liche Werte  für  y,  nämlich  die  x  Werte  der  Wurzel 


V- 


A 

~B- 
Bezeichnet  i\  einen  der  Werte  dieser  Wurzel,  so  ist 

2  TT» 


y. 


2ni 


X 


2ni 


und,  in  erster  Annäherung: 

«1  =  ^'i  .yi  =  vi.z''\        (A  =  1,  2  . . .  x). 
Durch   einen   positiven  Umlauf  von  z'  um  ^'  =  0  geht 

1  \       Ini 

z'"   Über  in  z""'  .e  '''     und 

2^11  J_ 

s\    in    l';.  .6    '"-     .  0""=  V;.^.!  .^'"=5^  +  ]. 

Die  X  Wurzeln  s;.  (/l  =  1,  2  . . .  x),  und  ebenso"!  die  im 
Punkte  2  =  a  koincidierenden  Wurzeln  s^  . .  .  Sy  bilden  daher 
einen  x-gliedrigen  Cyklus ;  wir  haben  somit  den 

SdtZ  P)     Hat  die  niedrigste  Potenz,  zu  der  z'  in  den 

von  s  unabhängigen  Gliedern  der  Gleichung  1'.') 
vorkommt,  den  Exponenten  1,  so  ist  der  Punkt 
2=a  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung  x; 


2'») 
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die  dort  g:leichen  Wert  erlaiifrenden  /.  Wurzeln 

(II    m\ 
s^  :)  =7~A)  bilden  einen 

ein/ijren  x-g:liedrigen  Wurzelcyklus. 

FhII  \\\  l>ie  niedrigste  Potenz,  zu  der  z  in  den  von 
s'  unabhängigen  Gliedern  von  1'.')  vorkommt, 
sei  z'',  wo  /;>»  1  ist. 

Die  Gleichung  1?)  hat  dann  die  Form 

Q  =  A  ,  z'^  -\-  Glieder  nüt  höheren  Potenzen  von  c', 

-j-  x> » ''  -|-     „  „  „  „  „      s , 

+  '2:    "2:  Äf,  ^'f  ^''  +  1^  2: Bf,  z'f  s'^, 
f-\     9=1  f      g 

^vo  in  der  letzten  Doppelsumme  /  und  g  nur  Werte  an- 
nehmen können,  die  ^  k  resp.  \.  /.  sind. 

Da  wir  nur  darauf  ausgehen,  die  ersten  Glieder  in  der 
Entwickelung  von  s'  nach  Potenzen  von  z'  zu  ermitteln,  ver- 
nachlässigen wir  in  2^)  die  Glieder  höherer  Ordnun-g  und 
erhalten  die  Gleichung 

k—  1     z  —  1 

2^)  Az^'-^-y     >^Afyz'fs'9^B.s"'={). 

Berücksichtigt  n)an,  dafs  die  Entwickelung  von  a  nach 
Potenzen  von  z'  allgemein  von  der  Form 

S'  =  C^  ^'"'  -f  C,  .  -'"1  +  "«  -j-  C3  2'"i  +  ".  +  "'  -]-... 

ist,  wofür  man  auch  folgende  Reihe  von  Gleichungen 
schreiben  kann : 

so  sieht  man  sogleich,  dafs  unsere  Aufgabe  darin  besteht, 
mit  Hilfe  der  Gleichung  2^)  die  Gröfsen  |M^,/<2,|U.J,...,CJ,c2,c.^,... 
zu  bestimmen.  Die  zu  dieser  Bestimmung  führende  Methode 
Puiseux's  besteht  wesentlich  in  Folgendem. 

Mit  Zugrundelegung  eines  rechtwinkeligen  Koordinaten- 
systems (Fig.  10?)  denkt  man  sich  jedes  einzelne  Glied  des 
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Gleichungspolynoms  2'^)   repräsentiert  durch  einen  Punkt  P 

mit  Koordinaten,  die  den  Exponenten  von  z'  und  s'  in  diesem 

Gliede  gleich  sind. 
Einem  Gliede  A^^z'K^"> 
würde  auf  diese  Weise 
ein  Punkt  mit  der  Ab- 
scisse  /  =  4  und  der 
Ordinate  g  =  ^^  ent- 
sprechen. Die  Punkte 
Ä'  und  L  sind  die  Re- 
präsentanten von  Az'^ 
und  Bs'''. 

Um    c,    und 


."i 


zu 


^»»^ 


bestimmen ,   setzen   wir 
nun   2°)   in   erster  An- 


näherung 


so  dafs  ein  beliebiges  Glied  Afgz'fs'9  von  2|j)  nunmehr  z' 
zur  Ordnung  /<j  5/ -j-/ enthält.  Denken  wir  uns  durch  den 
dieses  Glied  repräsentierenden  Punkt  P  mit  den  Koordinaten 
/,  g  eine  Gerade  gelegt,  welche  die  Ordinatenachse  O  G 
unter  einem  solchen  Winkel  cp  triift,  dafs  tang  cp  =  i^i^  ist,  so 
schneidet  diese  Gerade  auf  der  Abscissenachse  OFein  Stück 
0  K  =  [.i^  g -j- f  ab.  Bedeutet  ferneT  A^g'z'f  s's'  ein  anderes 
Glied  von  2||),  das  nach  Ausführung  der  Substitution 
s'  =  q  z'>'^  in  z'  vom  Grade  /<^  g'  -|-  /'  =  u^  g  ^  f  ist,  und 
denkt  man  sich  durch  den  dieses  Glied  repräsentierenden 
Punkt  P'  mit  den  Koordinaten  /',  g'  eine  Gerade  so  gelegt, 
dafs  sie  mit  OG  einen  Winkel  7/  bildet,  dessen  Tangente 
ebenfalls  gleich  f-i^  ist,  so  ist  (p'  =  cp  und  die  Gerade 
schneidet  auf  0  F  ein  Stück  f^i^  g'  -f/'  =  ,«1  g  +/  ab.  Diese 
letztere  Gerade  fällt  also  mit  der  ersteren  durch  P  gehenden 
zusammen.  Alle  Glieder  von  2[|),  die  nach  Ausführung  der 
Substitution  s'  =  c^  z'"»  in  z  von  demselben  Grade  sind, 
werden  daher  durch  Punkte  P  repräsentiert,  die  auf  einer 
und  derselben  Geraden  liegen.     Da  ferner  die  Gleichheit 

bei  gleichem  j«^,  für /'</  nur  bestehen  kann,  wenn/><7 
ist,    so    mufs   eine   solche  Gerade    sowohl   die   positive  Ab- 
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Bcissrn  —  als  dir  jxisitivt-  Ordiiiatciiaclisc  schm-idfii,  also 
von  der  positiven /-AcliSf  nach  der  positivtn  «/-Achse  ansteii::en. 
Vom  Punkt  L  ausfreheud,  dei:kt  n  wir  uns  nun  eine 
Gerade,  die  zuerst  mit  L  0  zusammenfällt;  wir  drehen 
dieselbe  um  L  in  der  der  Drehung:  der  Uhrzeiji:er  ent^egen- 
{jesetzten  Kiehtnnir.  bis  sie  zum  erstenmale  einen  der 
Punkte  /'  tritVt:  hierauf  drehen  wir  sie  durch  den  letzten 
Punkt,  der  in  ihrer  Kichtuii^  lie<rt.  etwa  Pj,  bis  sie  zuerst 
wieder  durch  einen  anderen  Punkt  /'  jreht,  und  so  fort,  bis 
wir  schliefslich  /u  einer  Geraden  kommen,  die  durch  A'  geht. 
Auf  diese  Weise  entsteht  ein  ])olyironaler  Linienzug,  der 
seine  konvexe  Seite  dem  Koordinatenanfangspunkt  zukehrt. 
Die  einzelnen  Stücke  dieses  Zuges  nennen  wir  die  Seiten 
desselben.  Jede  Seite  beginnt  mid  endigt  mit  einem 
Punkte  P,  und  aulserdem  können  auf  ihr  noch  weitere 
Punkte  dieser  Art  liegen.  —  Es  gilt  nun  offenbar  Folgendes: 

V,)  f.1^  kann  soviel  Werte  annehmen  als  der  Polygonzug 
Seiten  hat; 

2^)  der  einer  Seite  entsprechende  Wert  von  //,  ist  die 
Tangente  des  Winkels,  den  diese  Seite  mit  der  Achse 
OÖ  bildet; 

3?)  zar  Bestimmung  des  Anfangsgliedes  der  Reihen- 
eutwickelung  von  s'  nach  Potenzen  von  z'  hat  man  bei 
jeder  Seite  des  Pol^-gonzuges  diejenigen  Glieder  von  2  b) 
zu  berücksichtigen,  deren  repräsentierende  Punkte  P 
auf  dieser  Seite  liegen. 

Liegen    auf  einer  Seite    o  Pmikte    P„  (^  =  1,  2  . . .  a), 
80  ist  für  diese  Seite: 

hr9x  -f /i=  hiy-i  +/o  =  ...  =  ^i^g^  +y;,  =  . . .  =  u,g„  +/ä 
oder 

fx—h  _      _  A  —  Iq  _     _  A  —  fa 


r 


9-2  — 9i  9o  —  9i  9o  —  9i       '1 

wo  r  prim  sei  zu  q. 

Ist  g^  die  kleinste,  g,,  die  gröfste   aller  Ordinalen   der 
G  Punkte  Py  auf  der  betreff'enden  Seite,  ist  also 
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das  Aggregat    der   auf  dieser  Seite  durch  die  Pq  repräsen- 
tierten Glieder  des  Polynoms  2  b*^),  so  liefert  die  Substitution 


r 


/  =  c^ .  ^'  ^  =  Cj  .  C*"  in    dieses  =  0   gesetzte   Aggregat   zur 
Bestimmung  von  c^  die  Gleichung: 

'ai/a  '         "  '       «4:1,    a  'oSfo  '■ 

Da  gemäfs  3°) 

qfa-]r''9o=  -"=  qfo  +  rg^  =  ...  =  qf^  +  rg^ 

ist,  so  geht  diese  Gleichung  nach  Division  durch  q^i  ^*'?  ~^  ^^? 
über  in: 

^         '0^0        ^  '     o±u   o       Jo9q    1  '  /,9. 


Die    Gleichung    5°)    liefert    ^^  —  g^  Werte    für   c^,    die    zu- 
sammen  mit   dem    durch    4'^)  gegebenen  Werte   von  f-i^^  die 

Anfangsglieder  der  Reihenentwickelung  von  ga  —  gi  Zweigen 
der  Funktion  s'  oder  s  bestimmen,  d.  h.: 

Satz  H")  Jede  Seite  des  polygonalen  Zuges  liefert 
die  Anfangsglieder  der  Reihenentwickelung 
so  vieler  Zweige  von  s,  als  die  Differenz 
zwischen  Anfangs-  und  Endordinate  der  Seite 
angiebt. 

Die  Gesamtheit  aller  Seiten  liefert  demnach  die  Anfangs- 
glieder so  \deler  Reihenentwickelungen  als  die  Maximal- 
ordinate OL  angiebt,  d.  h.  x  Anfangsglieder. 

Beachtet  man,  dafs  in  4^)  g^  —  g^  {o  =  2  . . .  a)  ein 
Vielfaches  von  q  ist,  z.  B. 

so  kann  man  für  5°)  auch  schreiben: 

^ aJ  Ia9a        1  ^      <>^z\,o         'q9o    ^  '  / j  9^ 
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Diese  Gleichang  ist  eine  Gleichuno:  in  c^  und  liefert  tg 

Wurzeln  c^.     Ist  C  eine  derselben,    so  sind  die  zug:eh(»rigen 

1 

Werte  c, j,  c,«  ...  Cj,  von  c^  die  q  Werte  von  Ci.     Denken 
wir  uns  f,j,  t\„  ...  c,,  so  geordnet,  dafs  jedes  c  gleich  dem 

Inir 


vorhergebenden  mal  e  i  ist,  vv^as  möglieb  ist,  da  »•  prim 
zu  q  ist,  so  sind 

r  r  r 

r  r'  9     /•  ■''  9  /•  r'   9 

11'  j  ^12    '  ""       T   '  '  '   J      IQ  ' 

r 

die  entsprechenden  Werte  von  s'r=  c,  .  ^'^,  und  diese  q  Werte 
von  .«'  bilden  einen  7-gliedrigen  Cyklus.  —  Dies  gilt  für 
jede  Wurzel  c^    von  5^);  wir  haben  somit  den 

SntZ  III")    ist  für  eine  Seite  mit  den  Endkoordinaten 
i/„  und  g^: 

so  lösen  sich  die  ^„  —  ^,  Werte  von  s,  die  dieser 
Seite  entsprechen,  in  t^  ^-gliedrige  Gruppen  auf. 

Bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  ist  stillschweigend  an- 
genommen   v^orden,    dafs    die   t„  Wurzeln    c«'   von    5'^)    alle 

von  einander  verschieden  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
sind  X  Wurzeln  c«    von  5^)  einander  gleich,  so  haben  k  von 

den  t„  Reihenentwickelungen  der  ^--gliedrigen  Cyklen  das- 
selbe Anfangsglied.  Um  diese  Systeme  von  einander  zu 
trennen,  müssen  wir  weitere  Glieder  der  Reihenentwdckelungen 
bestimmen.  Wir  erreichen  dies,  indem  wir  in  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  2^)  neue  Variabein  einführen,  ge- 
mäfs  der  Substitution: 

«'  =  (^i  +  C,)^I. 

Die  Gleichung  2a)  geht  dann  über  in  eine  Gleichung  zwischen 
Ci  und  ^^,  deren  Polynom  ganze  Funktion  von  C^  und  z^  ist. 
Diese  Gleichung  untersuchen  wir,  unter  Anwendung  der 
Substitution 

=1  —  s  •  *1 
Landfriedt,   Theorie  d.  algebr.  FnnVt.  4 
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mit  Hilfe  eines  neuen  Polygons  und  erhalten  so  den  Wert 
von  j«2  (  =  — ^  )  tmd  eine  Gleichung  für  c^  22.  Es  ist  dann 
in  2.  Annäherung: 

«'  =  («1  +  Co  .  ^i^'O  -1, 

oder:  s'  =  (c^  -f-  c»^""'')  •  *  '"\  wo  ;(/.>  =  — . 

Hat  die  für  Co'^'  gefundene  Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln^. 
so  sind  nun  die  t^  der  betreffenden  Seite  des  ersten  Polygons 
zugeordneten  ^'-gliedrigen  Wurzelcyklen  von  einander  getrennt; 
hat  diese  Gleichung  wieder  gleiche  Wurzeln,  so  mufs  man 
zur  Bestimmung  weiterer  Glieder  der  Keihenentwickelungen 
fortschreiten.  —  So  setzt  sich  das  fort,  bis  man  schliefslich 

zu  einer  Gleichmig  in  c,*"  mit  lauter  ungleichen  Wurzeln 
kommt. 

Bei  der  praktischen  Anwendung  der  vorigen  Methode 
fängt  man  am  bequemsten  mit  derjenigen  Seite  des  Polygon- 
zuges an,  deren  Anfangspunkt  der  Punkt  L  der  Ordinaten- 
achse  ist,  und  nimmt  hierauf  der  Reihe  nach  die  übrigen 
Seiten  vor. 

Ist  für  eine  Seite  mit  der  Ordinatendifferenz  g^  —  g^ 
der  Wert  von  n^  eine  ganze  Zahl,  so  ist  g*  =  1  und 
t„T=ga  —  g^.  Die  dieser  Seite  entsprechenden  ga  —  g^ 
Zweige  von  s  bilden  dann  für  z  =  a  t„  eingliedrige 
Cyklen,  d.  h.  der  Punkt  z=  a  ist  für  diese  go  —  9i  =  ^a 
Zweige  ein  ^„-facher  Punkt  ohne  Verzweigung. 

In  den  bisherigen  Ausführungen  ist  stillschweigend  an- 
genommen worden,  dafs  s  im  Koincidenzpunkt  z  =  a  lauter 
endliche  zusammenfallende  Wiurzelwerte  besitzt.  Werden  für 
z  =  a   mehrere  Wurzeln  00,    so   führt    die   vorige   Methode, 

nach  Anwendung    der  Substitution  s  =  — 7^  immer  noch  zum 

Ziel.    Liegt  eine  Wurzelkoincidenz  im  Unendlichen,  so  wendet 

man,  wenn  kein  s=  00  wird,  die  Substitution  z  =  —r,    und 

^        1 

wenn  mehrere  s  unendlich  werden,   die  Substitution  s  =  —r> 

1  ' 

z==  —r  an  und  verfährt  dann  wie  vorhin. 

z 
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Es  verdient  hervorfrohohen  zu  werden,  dafs  das  im 
V<tri{ren  auseinanderjresetzte  Vert'aliren  die  Keibenentwieke- 
luuj:en  der  einzelnen  Wurzeln  aueli  liefert  für  den  Fall,  dafs 
X  =  1  ist,  d.  h.  für  Punkte,  in  denen  keine  Koincidenz  statt- 
findet. Ebenso  lit-fert  es  für  eine  Koincidenzstellc  niclit  nur 
die  Entwiokclunjrt'n  der  /.  Wurzeln,  die  dort  jrleicb  werden, 
sondern  auob  dicjcni-rcn  der  n  —  /.  Wurzeln,  die  an  der  Ko- 
ineidenz  nicht  beteiligt  sind. 


§  8.    Beispiele  zur  Puiseux'schen  Methode. 
Beispiel  1")    Es  sei 

F 0,  d  =a{s-  s,r  -\-b{s-  s,y  {z  _  =,r  +  ^  (s  -  s,f 

-\-d{z  —  z,)'=0. 

Für    z  =  r„    hat    diese    Gleichung    drei    von    einander  ver- 
schiedene Wurzeln 

'«-"(^'  ^"-"Vi'  ^«-""Vi'  («  =  -l  +  2->^8) 

und  drei  zusammenfallende  Wurzeln  mit  dem  geraeinsamen 
Werte  s  z=  s^. 

Die  Substitution 


S        Sq  —  s  ,     z        ^^ 


liefert 

woraus  sich  die  zur  Bestimmung  der  Anfangsglieder  der 
Reihenentwickelung  der  3  koincidierenden  Wurzeln  dienende 
Gleichung  2^)  ergiebt: 

cs'^-^dz'=0. 

Die  2  Glieder  des  Polynoms  dieser  Gleichung  werden  dar- 
gestellt durch  die  Punkte  L  und  K  (Fig.  11).  Das  Polygon 
hat  also  nur  eine  Seite.     Setzt  man : 


4* 
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so    erg:iebt    die    graphische  Darstellung  für  ji/^   sogleich  den 
Wert  ^ 


^ 


1_ 
3* 


Fig.  11. 

Mit  Benutzung  desselben    erhält  man  für  c^  die  Gleichung: 

oder  nach  Division  durch  z'"': 

Dies  giebt  für  c^  die  3  von  einander  verschiedenen  Werte: 

Die  3  für  z  =  z^  zusammenfallenden  Wurzeln  bilden  einen 
3-gliedrigen  Cyklus  mit  der  Eutwiekelung: 

7 

«  =  •''o  +  «1  (^  —  -o)  '  +  •  •  • 

Vergleicht  man  diese  Ableitung  mit  der  von  Herrn  Königs- 
berger (Ellipt.  Funktionen,  pag.  195 — 198),  so  sieht  man, 
dafs  die  Methode  Puiseux's,  trotzdem  sie  mehr  den  Charakter 
einer  Versuchsmethode  trägt,  unter  Umständen  viel  rascher 
zum  Ziel  führt,  als  die  von  Herrn  Königsberger  entwickelte. 

Beispiel  2?)    Es  sei 

F  =  8zs''  -^(i—z)Ss-\-{l—z)  =  0. 
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Diese  Gleichung  hat,  wie  in  §  5)  nachg:ewie8en  wurde, 
W'ur/.elkuiucidenzen  nur  für  z  =  — 1,  0,  -\- \.  Wir  dis- 
kutieren hier  nur  die  Wur/elkoincidenz  für  2  =  0;  die  in 
diesem  Punkte  statttiiulenden  Wurzelwertc  sind 

_      _  _         1 

Wir  setzen  zunächst  «  =  —  und  erhalten: 

a 

wo  nun  f  Ur  2  =  0   die  Wurzelwerte  (7=0,  0^  =  3  stattfinden. 

Die  Substitution  z=iz\  a=o'  gieht  die  Gleichung  2^) 
in  der  Form: 

82'+3a'2=0. 

Die  zwei  für  2  =  0  zusammenfallenden  Wurzeln  o',  und  also 
auch  ihre  reciproken  Werte  s,  bilden  daher  einen  2-gliedrigen 

Cyklus,    d.  h.    es    ist  /it^=—,   wie    übrigens  auch   aus   der 

Li 

graphischen  Darstellung  folgt. 
Substituiert  man 

o'  =  c^z'^ 
in 

82'+3ff'*=0, 

so  erhält  man  für  c^,  nach  Division  durch  z\  die  Gleichung: 


c?  = ^,    oder  ^i  =  +  «  ^  -ö"  • 


_8_ 
3' 


Für  die  an  dem  2-gliedrigen  Cyklus  teilnehmenden  Wurzeln 
Sj,  «2  ergiebt  sich  daher  die  Entwickelung : 


Sj  =  l]/-^.2       2 


+ 


8 


8 
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Um  auch  für  die  Wurzel  s^,  die  für  ^  =  0  den  Wert — 

o 

besitzt,  die  Reihenentwiekelung  zu  gewinnen,  setzen  mr 


S  =  —  —  -f-S,    Z:=.Z 

und  erhalten  die  Gleichung  2^)  in  der  Form 

Es  ist  also 

und  die  Substitution 


giebt  für  c^ 

8 


c^z 


3c,.'-^.'=0, 


d.h. 

8 


c 


Für  «3  gilt  daher  in  der  Umgebung  von  z  =  0  die  Ent- 
wickelung: 

1.8. 

Beispiel  39)   Es  sei 

F=^s'^—  3z^s  -f  2z''—  2iz^  {z  —  if=  0. 

Diese  Gleichung  besitzt  (siehe  §  5)  Wurzelkoincidenzen  für 
2:=  00,  0,  1,  z*^ —  1.  Wir  betrachten  hier  nur  die  in  z  =  i 
stattfindende  Koincidenz  s^ ^=  s^  =  ^■,  s^=  —  2 i. 

Setzt  man 

s  =  z  -|-  s',     z  =  i-\-  z', 

so  geht  die  Grundgleichung  über  in: 

s'3^  3,- .  s'2_  3~'2g'_  6,Vs'-f  5zV-+  Qz''^—  2iz'*=  0, 

und  die  entsprechende  Gleichung  2^)  lautet: 
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Die  graphische  Darstclhing  (siehe  Fijc.  12)  liefert  für  die 
Glieder  dieser  Gleichung'  die  3  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkte  X,  M  K.  Das  Poly- 
gon hat  also  nur  eine  Seite; 
es  kann  daher  aueh  //,  nur 
einen  Wert  anneinnen ,  und 
zwar  ist: 


G 


^i==tangr/)  =  -^-=l. 
Setzt  man  nun 


1 

s.-^--i--i- 

^-1- 

>- 

L  .- 


0 


K 


F 


s 


c. 


'■i-> 


Fig.  IS 


SO  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  c^  die  Gleichung: 


,>:-'3 


-2z'.c,z'+-^z^-=0, 


oder 


so  dafs 


2ci  =  — 


3' 


.=i±'y4 


Aus  /"i  =  1  folgt:  die  2  Wurzeln  s^,  s^,  die  für  z  =  i 
koincidieren,  bilden  keinen  Cyklus,  d.  h.  es  ist  z  =  i  ein 
Doppelpunkt  ohne  Verzweigung.  Die  Entwickelungen 
von  Sj ,  «2  lauten : 

^2=^'+(i-^'y^|-)(^-^)+---- 

Für  die  Wurzel  «3,  die  in  z  =  i  den  Wert  Sg  =  —  2i  besitzt, 
erhält  man  leicht  die  Entwickelung: 

«3  =  —  2  ^  —  2{z  —  i)  -\-  . . . 

Beispiel  49)  Es  sei:  (Harkness  u.  Morley,  Theorj 
of  Functions  pag.  150) 
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Diese  Gleichung  hat  f Ur  z^O  vier  gleiche  Wurzeln  mit 
dem  gemeinsamen  Werte  s  ^=  0.  Die  Substitution  s  =  s\ 
z  =  z'  läfst  die  Form  der  Gleichung  ungeändert ;  es  ergiebt 
sich  als  Gleichung  2^) : 


d'4 


2z's"'-\-z' 


11 


0. 


*-F 


Die  graphische  Darstellung  hier- 
von (Fig.  13)  liefert  die  3  in 
gerader  Linie  liegenden  Punkte 
R,  aS,  1\  so  dafs : 

2         1 
A'i  =  tang  (p=—  =  —. 

Für  Cj  ergiebt   die   Substitution 

s'  =  c^.  z'^  die   Gleichung: 


{p.  -  ly 


0, 


welche    für  c\    2    Wurzeln    mit    dem    gemeinsamen    Werte 

Ci  =^ -[- 1  liefert.     Die  4  Wurzeln  s^,  s^,  s.^,  s^    der  Grund- 
gleichung bilden  daher  im  Punkte  ^  :=  0    zwei  Cyklen  mit 

demselben  Anfangsglied  c^  z'^  [c^  =  +  1). 

Um  diese  Cyklen  von  einander  zu  trennen,  müssen  wir 
weitere  Glieder  der  Reihenentwickelung  bestimmen. 

Zu    dem    Zwecke    setzen    wir    in    der    ursprünglichen 
Gleichung  in  s': 

s'  =  {c^  +  CJ  /^'  =  (c,  +  Q  z'^,  wo  Ci  =  0  für  z'  =  0. 

Dies  giebt,  nach  Division  durch  z''^ : 

^{  +  4.c,^l-{-4.^l-z'^,-c,z'-^-z''=0, 
oder,  wenn  wir  noch  setzen :  z'=  z'^^: 

^t  —  ^^1^1  +  4C?  -  ^?Ci-  «1^1  -  zl  =  0. 


Die  zugehörige  Gleichung  2b'^)  lautet: 

4=^l  —  c,z^  =  0. 
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Set/t  man  hierin 
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bl  ==  <^2  •  ^         =  <^2  ^1 


2«, 


80  liefert  die  graphische  Darstellunfr  (Fig;.  14*^) 

1 

4' 


1    ,  ,  1 

2//j  =  tang«/»  =  ^,  ah.  //., 


und  die  Gleichong  flir  f.,  wird: 

oder  4cj  c^  =  c2  =  1 , 

80  dafs: 

2  /O,  Fig.   H. 

In  zweiter  Annäherung  erhalten  Avir  also: 

und  die  Reihenentwickelungen   der  4  Wurzeln   in  der  Um- 
gebung von  2  =  0  lauten : 

.9^  =  zT  _f  _  .1  _f  .  .  .  ^ 
2  1  3 


3 


1  4 


2      ,        1,3, 

«4=— 2T-f  —  i2;r+. 


Der  eine  Cyklus  enthält  die  Wurzeln  s^  und  s^,  der  andere 
die  Wurzeln  Sg  und  s^. 

Die  vorigen  Beispiele  mögen  genügen,  um  die  prak- 
tische Durchführung  der  Puiseux'schen  Methode  in  speziellen 
Fällen  zu  erläutern. 
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§  9.    Normalisierung  der  Grundgleichung. 

In  den  bisherigen  Untersuchungen  ist  über  die  Grund- 
gleichung : 

Fi^S,  z)  =  Cp,S-^  cp,  .."-1+  ...  +  fjPn 

weiter  keine  Voraussetzung  getroffen  worden,  als  die,  dafs 
sie  irreducibel  sei.  Wie  wir  an  speziellen  Beispielen 
gesehen  haben,  kann  dann  die  durch  F  =  0  definierte 
algebraische  Funktion  s  von  z  mehr  oder  minder  kom- 
plizierte Singularitäten  aufweisen.  Es  können  z.  B.  Un- 
stetigkeitspunkte  mit  Wurzelkoincidenzen  zusammenfallen, 
sei  es,  dafs  für  einen  und  denselben  Wert  von  z  mehrere 
Wurzeln  s  unendlich  werden,  oder  dafs  eine  Wurzel  oo 
wird  für  einen  Wert  von  z,  für  den  mehrere  andere 
Wurzeln  gleiche  endliche  Werte  annehmen.  Es  können 
auch  Wurzelkoincidenzen,  mit  oder  ohne  Verzweigung,  mit 
oder  ohne  Unstetigkeit,  im  Unendlichen  liegen  (für  z:=co 
stattfinden).  Es  liegt  auf  der  Hand,  dafs  solche  Singulari- 
täten die  Untersuchung  der  mit  ihnen  behafteten  Funktion  s 
erschweren,  und  es  stellt  sich  damit  zugleich  die  Aufgabe, 
die  definierende  Grundgleichung  so  umzuformen,  dafs  die 
Singularitäten  von  möglichst  einfacher  Natur  werden.  — 
Ein  erster  Schritt  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  geschieht 
durch  die  Entwickelungen  des    gegenwärtigen  Paragraphen. 

In  die  Grundgleichung  F^=()  führen  wir  mit  Hilfe  der 
Substitution 

S.:        8  =  -^^"^  z  =  4^ 

V  —  Vo  ?  —  Co 

zwei  neue  Variabein  >;  und  ^  ein ;  ly^  und  C^  sollen  beliebig 
sein,  Sq  und  z^^  sind  Parameter,  über  die  wir  in  geeigneter 
Weise  verfügen  werden.  Durch  diese  Substitution  5  geht 
F=  0,  nach  Weghebung  der  Nenner,  in  eine  neue  Gleichung 

über,  wo  das  Polynom  <P  :=  g,^rj**  -\-  g^1]^-''■-\-  . . .     -\-gn 

=  /i(,^'»4-/iiC'»-i-j-...     -{-h^  sei. 
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Ist  F=0  irredocibel,  so  ist  auch  «/' =^  0  irreducibel.  Wäre 
nämlich  0  =  0  rational  zerfällbar,  so  würde  die  zu  <S  inverse 
Substitution: 

5-1:         ^  =  Jkl±        ^=:io_± 

auf  ä>  =  0  angewendet,  umgekehrt  wieder  eine  rationale 
Zcrf ällung  von  F  =  0  liefern. 

Die  Discriminante  von  F,  wenn  *<  als  Funktion  von  ~ 
betrachtet  wird,  heifse  wie  bisher  JJ.  Hetrachtet  man  c  als 
Funktion  von  ^  so  besitzt  F  eine  zweite  Discriminante  E, 
die,  gleich  Null  gesetzt,  die  Werte  von  .<:  liefert,  für  welche 
die  Funktion  c  Wurzelkoincidenzen  aufweist.  Diese  Discri- 
minante E  setzt  sich  aus  den  Koeffizienten  0„,  ip^  . . .  ip^ 
ebenso  zusammen,  wie  JD  aus  </),,,  (Pi  .  •  ■  </'«?  und  ihr  Grad 
in  ."  ist  5C  2  n  {m  —  1). 

Ebenso  besitzt  ^'  zwei  Discriminanten;  sie  mögen  in 
entsprechender  Bezeichnung  J  und  H  heifsen. 

Den  Substitutionsparametern  s^^ ,  c„  legen  wir  nun  folgende 
Beschränkungen  auf: 

AV)  Beschränkungen  für  z^: 

19)  Zq     soll    weder  Wurzel     von     cp^  =0,    noch    von 

I)  z=  0  sein  ; 

119)  c  =  Zq    soll,    als   Funktion    von  .9  betrachtet,    keine 
mehrfache  Wurzel  von  F^=0  sein ; 

1119)  ~  =  ~o  so^^  ^^s  Funktion  von  s  betrachtet,  in  keinem 
Wurzelsystem  z^,  z^  .  .  .z^.  vorkommen,  in  dem  zwei 
oder  mehr  gleiche  Wurzeln  z  auftreten. 

B9)  Beschränkungen  für  s^: 

19)  s„  soll    weder    eine  Wurzel  von  ip^  =■  0,    noch  von 
E  =0  sein ; 

119)  s  =  «0  ^^^^  keine  mehrfache  Wurzel  von  F=0  sein; 

1119)  s  =  So  soll  in  keinem  Wurzelsystem  s,,  s»  . . .  s„  vor- 
kommen, in  dem  zwei  oder  mehr  gleiche  Wurzeln 
s  auftreten. 

C9)  Gemeinsame   Beschränkung    für  z^  und  s^; 

(n         m\ 
.s^,,  Cy/  =  0     sein.  — 
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Die  Beschränkungen  A?)  und  B?)  schliefsen  für  s^?  ~o 
nur  eine  endliehe  Anzahl  von  Werten  aus.  Den  Be- 
schränkungen A*^),  B?)  und  C9)  kann  man  also  auf  unendlich 
viele  Arten  gerecht  werden. 

Welches  ist  nun  die  Wirkung  dieser  Beschränkungen? 

Für  ^  =  -3^0  ^^^^  ^  =  °°  ?  für  s  =  «0  ^'^^^  rj=  cc  .  Die 
Beschränkung  C9)  hat  daher  zur  Folge,  dafs  für  t  =  oo 
kein  r]  unstetig  wird,  und  umgekehrt,  dafs  für  rj  =  co  kein 
^  unstetig  wird. 

Die  Beschränkung  A*?)  I?)  hat  zur  Folge,  dafs  fürC=  oo 
keine  Wurzel  ^  =  ^o  wird,  und  keine  zwei  Wurzeln  rj  ein- 
ander gleich  werden. 

Die  Beschränkung  B.'^)  19)  bewirkt,  dafs  für  /j»  =  oo 
keine  Wurzel  c^  =  C^  wird,  und  keine  zwei  Wurzeln  C  ein- 
ander gleich  werden. 

Die  Beschränkung  B?)  II?)  hat  zur  Folge,  dafs  nie  für 
dasselbe  C  zwei  Wurzeln  1^  =  00  werden,  und  die  Beschränkung 
B?)  IU9)  dafs,  wenn  für  ein  bestimmtes  C  eine  Wurzel  ?;=  co 
wird,  alle  übrigen  Wurzeln  rj  ungleiche  Werte  haben. 

Die  Beschränkungen  A?)  11^)  und  1119)  bewirken,  dafs 
für  keinen  Wert  von  »j  zwei  Wurzeln  C  =  co  werden,  und 
dafs,  wo  ein  t  =  00  wird,  die  übrigen  m  —  1  Wurzeln  t, 
alle  endlich  und  ungleich  sind. 

Bestimmt  man  daher  s^  und  z^  gemäfs  den  Bedingungen 
A?),  B9)  und  C?),  so  ergeben  sich  für  die  durch  die  Gleichung: 


(n    m\ 


verbundenen,   neuen  Veränderlichen    rj  und  t   folgende  Ver- 
einfachungen funktionen-theoretischer  Natur: 

1?)  In  dem  unendlich  fernen  Gebiete  der 
C-Ebene  hat  rj  weder  Unstetigkeiten 
nochKoincidenzen,  also  auch  keine  Ver- 
zweigungspunkte; in  den  im  Endlichen 
gelegenen  Gebieten  der  c-Ebene  sind 
UnstetigkeitenundWurzelkoincidenzen 
so  von  einander  getrennt,  dafs,  wo  eine 
Koincidenz  eintritt,  keine  Wurzel  un- 
stetig wird,    und  dort,   wo  eine  Wurzel  rj 
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unstetig:  wird,  alle  and  crn  Wii  rze  1  n  end- 
liche, von  einander  verschiedene  Werte 
haben. 

119)  Dasselbe  gilt,  mutatis  mutandis,  von  ^, 
wenn  man  C  als  Funktion  von  r]  be- 
trachtet. 

Diesen  Vereinfachungen  funktionen-theoetischer  Katur 
entsprechen  folgende  analytischen  Vereinfachungen : 

Da  für  r  =  00  keine  Koincidenz  stattfindet,  so  ist  J 
in  L  vom  höchst  möglichen  Grade  2  m  (n — 1);  ebenso  ist 
H  in  r^  vom  Grade  2n(m — 1). 

Da  ferner 

^.  +  4-  +  ---  +  ^  =  o 


ist,  so  ist  für  >  =  oo 


/'o  =  0. 


Die  Wurzeln  i]  von  //„  =  0  sind  daher  die  Werte  von 
t;.  die  C  =  oo  entsprechen ;  diese  Wurzeln  sind  nach  dem 
Vorigen  alle  ungleich.  Die  Gleichung  /<„  =  0  ist  daher  in 
Tj  vom  Grade  n  und  hat  lauter  ungleiche  Faktoren. 

Analog  folgt :  ^^  =  0  ist  in  ^  vom  Grade  m  und  hat 
lauter  ungleiche  Wurzelfaktoren. 

rj  =  cc  kommt  niemals  als  mehrfache  Wurzel  vor,  heifst: 

ist  für  ein  bestimmtes  C :   5^0  =  ^»    ^^  ^^*  9i  ^  ^>    ^-  ^-  ^^^^ 
Divisor  von  g^  ist  Divisor  von  g^ . 

Analog   folgt:    kein  Divisor  von  ä^  ist  Divisor  von  h^^. 

t]  wird  nie  oo  ,  wenn  Koincidenz  eintritt,  heifst :  kein 
Divisor  von  g^  ist  Divisor  von  z/;  ebenso  ergiebt  sich:  kein 
Divisor  von  \  Ist  Divisor  von  H. 

Fassen  wir  dies  Alles  zusammen,  so  haben  wir  folgende 
Vereinfachungen  analytischer  Natur: 

In  der  Gleichung 

(n    m\ 
n^ö  =  9(i''*r^9i-^r~^-\--'-^9r^  =  ^  (Discriminante  J, 
oder 

(P  (";, ^)  =  /,^ .  C"»  -f  /<,  C»" --  ^  -f . . .  +  /im  =  0,  (Discriminante  H) 
ist: 
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19)  g^  vom  Grade  m  in  C  uod  hat  nur  ungleiche 
Wurzelfaktoren.  Keiner  dieser  Faktoren 
(^  —  r)  ist  Divisor  von  g^  oder  von  J.  J  selbst 
ist  in  C  vom  Grade  2m{n — 1). 

29)  7*0  ist  in  t]  vom  Grade  n  und  hat  nur  ungleiche 
Wurzelfaktoren  tj — t.  Keiner  dieser  Faktoren 
ist  Divisor  von  A^  oder  von  H.  H  selbst  ist 
in  T]  vom  Grade  2n{m — 1). 

Dafs  und  wie  die  Substitution  5  mit  den  Beschränkungen 
A?),  B9)  und  C9)  auch  die  Form  der  Reihenentwickelungen 
der  Wurzeln  in  der  Umgebung  eines  gegebenen  Punktes 
beeinflufst,  ist  unmittelbar  ersichtlich. 

Die  mit  Hilfe  der  Substitution  S  und  der  Bedingungen 
A9),  B9)  und  C*^)  aus  der  Grundgleichung  i^=  0  erhaltene 
Gleichung  <?•  =  0  nennen  wir  mit  Christoffel  eine  nor- 
malisierte algebraische  Gleichung. 

Beispiel :  Von  der  Gleichung 


F 


(^ ,  i)  =  8  c  s  -^  +  3  ( 1  -  --)  s  +  ( 1  -  c)  =  0 


haben  wir  bereits  nachgewiesen,  dafs  von  einem  numerischen 
Faktor  abgesehen,  ihre  Discriminante 

ist,  und  dafs  die  Gleichung  im  Unendlichen  keine  Wurzel- 
koincidenz  besitzt.  Die  Wurzelkoincidenzen  mid  die  ent- 
sprechenden Werte  von  s  sind: 

1 

^r  =  0  :  s  =  oo,oo,— — , 

o 

-  =  +  1:    s  =  0,  0,  0, 

Soll  die  Gleichung  durch  die  Substitution  5  normalisiert 
werden,  so  darf,  nach  A9),  I''),  der  Parameter  z^  keinen  der 
Werte 

haben.  Die  Beschränkungen  A?),  119)  und  1119)  sind 
von  selbst  erfüllt,  da  die  Grundgleichung  vom  ersten  Grade 
in  z  ist. 
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FUr  .<„  mtlssen  ausgeschlossen  werden : 

nach  BV),  U?)  und  UlV) :  die  Werte:  —  -^-,  — -^,  0  ,  +  1 ,  oo 

nach  B<>),  !•?):  dir  Wurzeln  von  Ss^—ßs— 1  =  0. 

Wir   nehmen  r^^— ,    Sq  =  -~-]   diese  Werte    gehören 

nicht  zu  den  eben  ausgeschlossenen  und  erfüllen  auch  die 
Beschränkung  C?),  da  das  Polynom 

4.i)-«4i+<-l)l+0-l)-i' 

also  7^  0  ist. 

W^ählen  wir  ferner  für  die  zu  unserer  Verfügung 
stehenden  Grüfsen  Cq  und  i]q  die  Werte  ^^=1,  )jjj=l,  so 
geht  die  Gleichung 

fQ,  •)  =  8c58-f-  3  (1  ---)  s  +  1  -2  =  0 
über  in 

Diese  Gleichung  ist  normal.  Ihre  Discriminante  J  ist, 
wie  die  wirkliche  Ausführung  zeigt: 

^  =  2  .  18-.  ^  (C  —  2)2  (3 C  —  2), 

und  hat  in  C  den  höchst  möglichen  Grad  2m(?i  — 1)  =  4; 
für  C  =  00  findet  also  für  i]  keine  Wurzelkoincidenz  statt. 
Da  ferner  für  ^  =  oo 

7  rf^—  12r]^  -r  9  r]  —  2  =0 

ist,   so  wird  im  Unendlichen  auch  keine  Wurzel  rj  unstetig. 

In  Endlichen    finden    für  /j  Koincidenzen    statt   in   den 
2 
Punkten  C  =  0,  -^,  2 ,  und  es  ist 

o 


für     C— 0:  ij— 1, 

1, 

2 
5  ' 

„    C-^.-2, 

1 

2  ' 

1 

2  ' 

„      ;       2:r^       0, 

0, 

0. 
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Keine  dieser  Koincidenzen  ist  mit  einer  Unstetigkeit 
von   7^  verbunden.      Eine    Unstetig-keit    von  t]  tritt    ein    für 

für  ^=:— — ;  dort  wird  nur  eine  Wurzel  rj  =  co,    die    zwei 

anderen  haben  die  Werte: 

^(9  +  i/l5),    A_(9-^rI5). 

Da  ^  in  ^  vom  ersten  Grade  ist,  so  sind  für  ^  als 
Funktion  von  t]  alle  Wurzelkoincidenzen  ausgeschlossen,  also 
auch  jedes   Zusammenfallen   von   Unstetigkeit   und  Wurzel- 

koincidenz.     <P\Ji,  t)  ^=0  ist  also  thatsächlich  normalisiert. 


§  10.    Zahl  der  Verzweigungspunkte  bei  nur 
einfachen  Koincidenzen. 

Die  Puiseux'sche  Methode  ermöglicht  es,  für  jede  vor- 
gelegte Grundgleichung,  wenn  die  Lage  der  Wurzel- 
koincidenzen ermittelt  ist,  zu  entscheiden,  ob  ein  bestimmter 
Koincidenzpunkt  ein  Verzweigungspunkt  ist  oder  nicht.  In 
dem  sehr  speziellen  Falle,  dafs  sämtliche  Koincidenzen  ein- 
fache sind,  läfst  sich  aber  schon  durch  die  blofse  Be- 
stimmung der  Wurzeln  der  Discriminante  D  der  Grund- 
gleichung entscheiden,  ob  ein  gegebener  Koincidenzpunkt  ein 
Verzweigungspunkt  oder  ein  gewöhnlicher  Doppelpunkt  ohne 
Verzweigung  ist. 

s,  z)  =  0  sei  irreducibel  und 
normal  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen,  und  es  sei  r  =  ^ 
ein  Punkt,  für  den  zwei  Wurzeln  s^,  s^  dieser  Gleichung 
den  gemeinsamen  Wert  s,  =  s.,  ^  a  annehmen.  Ist  dann : 
10)  z  =  C  ein  Verzweigungspunkt,  in  dessen  Umgebung 
der  von  s^  und  s^  gebildete  Cyklus  die  ßeihenentwickelung : 

besitzt,  so  ist: 

s,  =  a-A,(z-:f-\-A,iz-^)-^Ä,iz-;f+..., 
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und  daher.  ininuT  in  der  Unifrebang  des  Punktes  z  =  Ci 


^   I  o         o  ^  —  A    f.        }-\Tt 


.1 


oder  allgemein,  wenn  .42x^i  der  erste  nicht  verschwindende 
Koeffizient  aus  der  Keihe  A^,A^...  ist: 

2x+l 


19)    J  =  (z-:)    ■'     .\B-\-B,i=-C)-\-...}.     (B^O) 

Ist  29)  c  =  C  ein  gewöhnlicher  Doppelpunkt,  so  schreiten 
die  Entwickelungen  von  >«,  und  .«.,  nach  ganzen  Potenzen 
von  c  —  C  fort,  und  es  ergiebt  sich : 

2?)     J  =  {z-:y\BJr^,{^-^)  +  ..l         (B^O) 

Infolge  unserer  Voraussetzungen  über  F^  0  ist 
.<>•,  —  .«3=2-/  die  einzige  Wurzeldifferenz,  die  für  z  =  ^ 
schwindet;  die  Funktionen 

r^^  F^^  F' (.3,.). 7^' («„.)... /"(.„,.) 

•werden  also  für  z  =  C  weder  Null  noch  unendlich,  und  das 
gleiche    gilt,   gemäfs  der  in  5?)  §  5  gegebenen  Darstellung 

Ton  I),  auch  von       ^   .     Ist  z  =  C  ein  Verzweigungspunkt, 

so  wird  daher  für  ~  =:  C : 

7> 


(=-Cr+^{B  +  B^{z-C)+...V 

weder  0   noch  oo ;    ist   c  =  ^    kein    Verzweigungspunkt,    so 
■wird  für  z  =  u: 

n 

(z-:y-^{BJrBA^-0  +  .-.\' 

weder  Null  noch  unendlich.     Hieraus  ergiebt  sich 

Satz  I^)  Hat  die  Grundgleichung  F=0  nur  ein- 
fache Wurzelkoincidenzen,  so  entspricht 
jedemVerzweigungspunktec=:^einFaktor 
(*  —  D^^'  +  S  jedem  Doppelpunkt  z=^C  ein 
Faktor    (-  —  Cf^    von    I).      Und    umgekehrt: 

Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Fankt.  5 
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Enthält  D  einen  Faktor-  —  L,  so  istc  =  C 
ein  Verz w ei g-ungsp linkt  oder  ein  Doppel- 
punkt, je  nachdem  I)  diesen  Faktor  zu 
einer  ungeraden  oder  geraden  Potenz, 
enthält. 

Aus  diesem  Satze  läfst  sich  ein  für  spätere  Unter- 
suchungen sehr  wichtiges  Resultat  ableiten.  —  Ist,  unter 
der  Voraussetzung  von  nur  einfachen  Koincidenzen, 

2,>c  +1  2x  +1 

39)  i>  =  konst.  (c  — aj     ^        .  .  .  (c  — a,,)    ^ 

2fe,  ,    2fc, 

so  sind  a^, . . .  a^  Verzweigungspunkte,  b^  . . .  ht  Doppelpunkte 
ohne  Verzweigung,  und  der  Grad  von  i>  in  ~  beträgt 

1)  +  2  (Xi  -f  . . .  +  X,  +  Ä;,  +  . . .  /•<)  =  v^  2r. 

Da  wir  die  Grundgleiehung  als  normal  angenommen  haben 
so  ist  dieser  Grad  andererseits  gleich  2  m  {n  —  1).  Wir 
haben  daher,  allerdings  vorerst  unter  der  Voraussetzung  von 
nur  einfachen  Koincidenzen,  die  aufserordentlich  wichtige 
Beziehung : 

49)  v=2m{n—l)  —  2r. 

Die  Anzahl  der  Verzweigungspunkte  mufs  somit,  wenn 
nur  einfache  Verzweigungspunkte  auftreten,  stets  eine  ge- 
rade sein. 


y 


Kapitel  II. 

Die  Eiemann'sche  Verzweigimgsfläche  T. 


§  11.    Konstruktion  der  Fläche  T, 

Versucht  man,  die  für  eiinvertitre  Funktionen  von  z 
gültigen  Sätze  und  Methoden  auf  algebraische  Funktionen  zu 
übertragen,  so  tritt  sogleich  der  Umstand  hindernd  in  den 
Weg,  dafs,  wenn  die  Variabele  c  in  der  r-Ebene  einen  King- 
weg beschreibt,  dieser  Kingweg  eine  algebraische  Funktion 
von  z  nicht  not\vendig  zu  ihrem  Anfangswerte  zurückführt, 
mit  anderen  Worten,  dafs  einem  geschlossenen  Wege  von  z 
nicht  immer  ein  geschlossener  Weg  der  algebraischen 
Funktion  s  in  der  .s-Ebene  entspricht. 

Sollen  die  Hilfsmittel  der  Theorie  der  einwertigen 
Funktionen  für  das  Studium  der  algebraischen  Funktion  s 
verwertet  werden  können,  so  müssen  wir  uns  daher  zuerst 
ein  Gebiet  herstellen,  innerhalb  dessen  s  sich  wie  eine  ein- 
deutige Funktion  des  Ortes  verhält.  Ein  solches  Gebiet  ist 
die  von  Kiemann  eingeführte  und  nach  ihm  benannte 
Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T.  —  Zu  dieser 
Fläche  kann  man  auf  folgendem  Wege  gelangen. 

Die  algebraische  Funktion  .s  von  z  sei  definiert  durch 
die  Gleichung 

cj  =  0, 

die  wir  als  irreducibel  und  normal  voraussetzen.  —  In  der 
Zahlenebene  der  z  denken  wir  uns  die  Verzweigungspunkte 
von  s  markiert  und  verbinden  dieselben  in  beliebiger 
Reihenfolge  u-^. .  .ai. .  .ciy,  durch  eine  sich  selbst  nicht 
schneidende,    sonst   willkürlich    gestaltete  Linie  r,    die  wir 
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bis  ins  Unendliche  fortsetzen.  Wir  treffen  weiter  die  Be- 
stimmung, dafs  die  Variabele  :  bei  ihrer  Ortsänderung  in 
der  c-Ebene  die  Linie  I  nicht  überschreiten  darf,  was  wir 
dadurch  ausdrücken  können,  dafs  wir  uns  die  c-Ebene  längs 
I  durchgeschnitten  denken.  Unterscheiden  wir  die  zwei 
Ränder  dieses  Sperrschnittes  I  (bei  Cauchy:  ligne  d'arret) 
als  -j-  Rand  und  —  Rand,  so  kann  z  von  einem  Punkte  ß 
auf  dem  —  Rand  zu  dem  ihm  gegenüberliegenden  Punkte  / 
auf  dem  -f"  Rand  nur  mehr  auf  einem  Umwege,  etwa  /, 
gelangen   (siehe    Fig.  15).      Li    der    durch   -T  modifizierten 


Fig.  15. 


£^-Ebene  sind  daher  Ringwege ,  die  Verzweigungspunkte 
umschliefsen ,  nicht  mehr  möglich:  Jede  Wurzel  s  von 
F=0  ist  in  dieser  Ebene  eindeutig  geworden. 
—  Während  wir  so  durch  Anlegen  des  Sperrschnittes  S 
die  durch  die  Verzweigungspunkte  hervorgerufene  Viel- 
deutigkeit der  Wurzeln  beseitigt  haben,  hat  sich  aber 
ein  anderer  Übelstand  eingestellt.  Vor  dem  Anlegen 
von  1  war  jede  einzelne  Wurzel  S;,  (x  =  1, . . .  n)  inner- 
halb der  ganzen  --Ebene  bis  auf  vereinzelte  Punkte  (Pole 
von  s)  stetig,  und  jedem  Pmikte  z  =  a  entsprach  ein  völlig 
bestimmter  Wert  für  jedes  Sy_.     Ging  man  in   der  noch   un- 
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zorsohnittt'iMMi  .--Eheiu'  vom  Punkte  z  =  a  mit  (Ion  dort  vor- 
handenen Werten  von  »v,  (/ --  1,  2  .  .  .  ?«)  aus.  so  lieferte  die 
stetige  Fortsetzunir  dieser  Wurzeln  längs  eines  allen 
singuliiren  Punkttii  ausweichenden  Weges  /'  im  Punkte  e 
ganz  hestimnite  Werte  der  s^,  und  die  weitere  Fortsetzung 
dieser  Wurzeln  längs  eines  Hingweges  /  (Fig.  15)  ergab  als 
Eudwerte  in  t  im  allgemeinen  eine  Permutation 

•S'!  >  •  •  •  *»2 )  •  •  •  *«n 

der  Anfangswerte  Sy_  («),  (§  3,  Satz  IV?).  Denkt  man  sich 
nan  die  Sperrlinie  I  durch  f  hindurchgelegt,  so  wird  t  so 
za  sagen  zerlegt  in  die  zwei  an  den  Kändern  von  1  ein- 
ander gegenüberliegenden  Punkte  ß  und  y.  Da  durch  I  im 
Innern  der  c- Ebene,  durch  welches  die  Wege  V  und  l 
fuhren,  nichts  geändert  worden  ist,  so  führt  der  von  a 
nach  ß  gehende  Weg  /'  die  n  Wurzeln  S;<  (z  =  1, . . .  n)  immer 
noch  zu  denselben  Werten  s.^  {ß)  =  s^  («)  wie  frliher,  und 
ebenso  führt  der  Weg  l,  der  jetzt  von  ß  nach  y  geht,  diese 
Werte  Sx{ß)  in  dieselbe  Permutation 

derselben  über,  wie  früher.    Bezeichnen  wir  daher  den  Wert 

von  s^  in  8  mit   Sy_,    den    durch    stetige   Fortsetzung  bis   y 

+ 
herbeigeführten  Endwert  von  Sy_  mit  s^,  so  ist  allgemein: 

+ 

An  der  Sperrlinie  I  sind  also  wenigstens  einzelne 
Wurzeln  unstetig  geworden,  an  I  findet  jetzt  ein  plötzlicher 
endlicher  Sprung  in  den  beiderseits  angelagerten  Wurzel- 
werten  statt;  jedem  Wurzelwerte  Sy_  an  dem  negativen  Rande 
von  I  liegt    ein    durch    stetige   Fortsetzung    erhaltener,    im 

+ 
allgemeinen  verschiedener  Wurzelwert  Sy_  an    dem  -\-  Rande 

gegenüber.  —  Nennen  wir  zwei  solche  Wurzelwerte  ein- 
ander zugeordnet,  so  können  wir  auch  sagen:    Längs  2 

ist  jedem  Wurzelwerte   s^  ein   im    allgemeinen   ver- 

+ 
schiedener  Wurzelwert  s^  zugeordnet. 

Über  diese  Zuordnung  gelten  folgende  Sätze : 
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Satz  I-)  Vom  letzten  Verzweig-ungspunkte  «^  bis 
ins  Unendliche  ist  an  I  überall: 

-T  — 

Sy    =    Sy    . 

Beweis:  Nimmt  man  an  diesem  Schlufsstück  von  I 
zwei  einander  gegenüberliegende  Punkte  d  und  q  an,  so 
läfst  sich  jeder  in  der  unzerschnittenen  c-Ebene  von  ö  nach  q 
führende  Weg  L  (Fig.  15)  auffassen  als  Ringweg,  der  die 
Aufsenfläche  A  umschliefst.  Infolge  der  vorausgesetzten 
Normalisierung  der  Grundgleichung  enthält  aber  Ä  keinen 
Verzweigmigspunkt.    Nach  Satz  11?)  §  3  führt  daher  L  jede 

Wurzel   zu  ihrem  Anfangswert  zurück,    d.  h.  es  ist  s^,  =  Sy_ , 
w.  z.  b.  w, 

Folgerung:  Das  Schlufsstück  von  I  über  a^  hinaus  ist 
für  die  Erzwingung  der  Eindeutigkeit  der  Wurzeln  über- 
flüssig. 

Satz  II)  Auf  den  zwei  Seiten  eines  Punktes  e  von 
-  ist  die  Zuordnung  der  Wurzeln  stets  und  nur 
dann  verschieden,  wenn  e  ein  Verzweigungs- 
punkt ist. 

Beweis:  1?)  Wäre  zu  beiden  Seiten  eines  Verzweigungs- 
punktes e  die  Wurzelordnung  dieselbe,  so  würde  ein  in  der 
unzerschnittenen  r-Ebene  in  hinreichender  Nähe  um  e  führen- 
der Ringweg  jede  Wurzel  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück- 
führen, was  mit  der  Definition  eines  Verzweigungspunktes 
(§  3)  unvereinbar  ist. 

2?)  Ist  zu  beiden  Seiten  von  e  die  Zuordnung  der 
Wurzeln  verschieden,  so  führt  ein  in  der  unzerschnittenen 
--Ebene  in  hinreichender  Nähe  um  6  gehender  Ringweg 
mindestens  eine  Wurzel  nicht  zu  ihrem  Anfangswerte  zurück; 
e  ist  daher  ein  Verzweigungspunkt.    — 


Die  Gleichungen : 


+ 
+ 

^1    =^   ^42  ' 


+      - 


§11.    Koustruktion  der  Fläche  r.  71 

welche  die  Zuordiiim,::  der  Wurzeln  läii.irs  einer  von  a,-  bis 
«{4-1  reichenden  Abteilung:  -,  von  1'  anjreben,  küuueu  wir 
als  definierende  Gleichungen  einer  Substitution  : 


V.) 


auffassen,  durch  welche  die  Wurzeln  x^,  s., . .  .6„  in  5,^, .«,-, . . .  s,- 

übergeführt  wi'rden.  Hezeiohnet  mau  dann  die  den  einzelnen 
Abteilungen  2'j,  X, . . .  A'„_  ,  von  I  entsprechenden  Substitu- 
tionen mit  'S, ,  ^o,  . .  .  »S„  _  1.  so  liefert  Si .  ÄfTL^,  wo  allgemein 
aS-  '  die  zu  5  inverse  Substitution  bedeutet,  diejenige  Sub- 
stitution S'i.  dii-  man  erhält,  wt-nn  man  in  der  unzerschnittenen 
c-Ebene  die  Variabele  :  einen  ])Ositiven  Umlauf  um  den 
Verzweigungspunkt  «,-  ausführen  läfst. 

Um  die  durch  Anlegung  des  Sperrschnittes  I  herbei- 
geführte Unstetigkeit  der  Wurzeln  wieder  zu  beseitigen, 
verfährt  man  mit  Kiemann  folgendermafsen : 

Für  jede  der  tt  Wurzeln  s^  .  .  .  s„  fuhren  wir  eine  be- 
sondere Ebene  ein.  E^  flu-  s^,  E^  flir  s.,,...£'„  fürs«,  und 
denken  uns  in  jeder  dieser  Ebenen  tabellarisch  die  Werte 
der  entsprechenden  Wurzel  eingetragen.  Diese  n  Ebenen, 
welche  mit  ihrem  Tabelleninhalt  den  ganzen  Wertvorrat  von 
s  als  Funktion  von  z  repräsentieren,  legen  wir  so  auf- 
einander, dafs  Punkte  mit  demselben  r  übereinander  liegen, 
und  ziehen  in  denselben  n  kongruente  «Sperrschnitte  I,  in 
jeder  Ebene  einen.  Zwischen  den  n  Tabellenblättern  E^. ..  E^ 
stellen  wir  nun  einen  stetigen  Übergang  in  folgender  Weise  her. 

In  der  ursprünglichen,  durch  den  einen  Sperrschnitt  S 
modifizierten  c-Ebene  sei  die  Zuordnung  der  Wurzehi  längs 
li  charakterisiert  durch  die  Substitution: 


\fc|  'i>     •     •    •     ^ij/ 


Bezeichnen  wir  daher  die  Teile  von  E^  . . .  E„,  die  am 

—  Rande   der   w  Abteilungen  r,-  liegen,   mit  E^, . . .  En,    die 

am  -\-  Rande  anstofsenden  mit  E^^ . . .  £■„,  so  findet  sich  die 

+ 
stetige  Fortsetzung   der   an  i'i  in  E^   befindlichen  Tabellen- 
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+  -  +  - 

werte  in  E^^,    die    von  E^    in  Ei^^ . . . ,    die  von  E^  in  Ei^ . 

Um  eine  zusammenhängende,  stetig  verlaufende  Tabellen.- 
anordnung    der  Werte   von  .s   zu    erhalten,    genügt    es   als©^ 

+  -       +  -  +  - 

sich  längs  li :  E^  an  Ei^^  E^  an  E^^,  . .  . ,  £"„  an  Ei^  ge- 
heftet zu  denken,  und  die  entsprechende  Heftung  auch  an 
den  anderen  Abteilungen  von  2",  gemäfs  den  dort  geltenden 
Substitutionen    5    auszuführen.      Ist    dabei    längs    2"^    eine 

+ 
Wurzel  sx    sich    selbst    zugeordnet,    so    dafs    an    2"^ :  s;_  =  sx 

ist,  so  hängt  das  Blatt  £";.,  das  den  gesamten  Wertvorrat 
von  Sx  enthält,  längs  Iy_  mit  keinem  andern  Blatt  zusammen ; 
ly,  wird  in  diesem  Blatte  gelöscht. 

Die  durch  Ausführung  dieser  Heftungen  entstandene, 
überall  zusammenhängende  n-blättrige  Fläche  heifst  die  zur 

(n     m\ 
s,cj  =  0    gehörige  Riemann'sche 
Fläche   T.     Die  in  ihr  liegenden  Abteilungen  von  2",  längs 
deren   wir  die  Blätter  zusammengeheftet  haben,   nennt  man 
die  Verzweigungsschnitte  von  T. 

Um  eine  klare  Anschauung  dieser  Verzweigungsschnitte 
zu  gewinnen,  denken  wir  uns  einen  speziellen  Fall.  Längs 
li  sei  die  Zuordnung  der  Wurzebi  charakterisiert  durch 
die  Substitution 


/l     2     3     4  .  . .  n\ 
*^»— V2     3     1     4...n/ 


+  -      +  -      +         - 

In   T  ist  dann  E^  an  E.^,  E^  an  £!,,  E.^  an  E^  geheftet,, 

während   in    den  übrigen  Blättern  E^,  . . .  E^  die  Abteilung 

Hi  gelöscht   worden   ist.     Denken   wir   uns  die  drei  Blätter 

E^,E^^  E^  in  dieser  Reihenfolge  aufeinandergelegt  mid  durch 

eine  Ebene  normal  zu  li  durchgeschnitten,    so  erhalten  wir 

die  Profilzeichnung    Fig.   16,    in    der    die    Verbindmig    der 

i ^       ^ i. 


Fig.  16. 
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Blätter  deutlich  anfrcfrebcn  ist.  Senkrecht  zur  Zciehenebene 
haben  wir  uns.  durch  die  Punkte  p  und  y  gehend,  zwei 
Übergangslinien  (Hrlicken)  zwischen  E^,  E..,,  E^  zu  denken, 
längs  welcher  die  Blätter  zusannnenhängen,  einander  durch- 
setzen. Diese  l'bergangslinien  liegen  vorläufig  genau  Ul)cr- 
einander.  doch  können  sie  auch  mit  lieibehaltung  ihrer  End- 
punkte Ui  und  cti^i  so  verschoben  werden,  dals  etwa  die 
Profilzeiehnung  Fig.  17  sich  ergiebt.  Wie  aus  den  Figuren 
ersichtlich,  bildet  die  erste  Übergangslinie  die  Brllcke 
zwischen   A',   und  E„,  die  zweite  zwischen  E^  und  E^. 

l .    , l 

E, ^. ^     ^ E^ 

l X 4 

Fig.   IT. 

Bei  der  im  Vorigen  durchgeführten  Konstruktion  der  zu 
einer  bestinmiten  Grundgleichung  F=  0  gehörigen  Fläche  T 
ist  noch  manches  willkürlich.  Willkürlich  ist  die  Gestalt 
der  Sperrlinie  zwischen  den  einzelnen  Verzweigungspunkten, 
willkürlich  die  Reihenfolge,  in  der  wir  die  Blätter  auf- 
einander gelegt  haben,  willkürlich  die  Keihenfolge,  in  welcher 
die  Sperrlinie  I  die  Verzweigungspunkte  verbindet. 

Den  Umstand,  dafs  jede  Abteilung  der  Sperrlinie  bei 
Festhaltung  ihrer  Endpunkte  willkürlich  verschoben  werden 
kann,  wofern  dabei  kein  Verzweigungspunkt  überschritten  wird 
und  keine  Abteilung  sich  selbst  oder  eine  andere  schneidet, 
benutzen  wir,  um  eine  von  der  vorigen  etwas  verschiedene 
Erzeugungsweise  der  Fläche  T  abzuleiten.  —  Wir  denken 
uns  die  einzelnen  Abteilungen  von  1  soweit  in  der  2-Ebene 
nach  derselben  Seite  hin  verschoben,  bis  sie  alle  einen  nicht 
singulären,  sonst  beliebigen  Punkt  c^  gemein  haben.  Die 
Sperrlinie  2'  geht  dann  über  in  ein  System  von  v  Schnitten, 
die  strahlenförmig  vom  Punkte  ~f,  aus  nach  den  v  Ver- 
zweigungspunkten hinlaufen.  An  der  neuen  Sperrlinie,  d.  h. 
an  den  strahlenförmig  von  z^  nach  a^  . . .  «„  hinlaufenden 
Schnitten  l^. . .  4,  ist  zugleich  die  Zuordnung  der  W^urzeln 
eine  andere  geworden.  Trifft  ein  positiver  Umlauf  um  z^ 
die  Strahlen  l^. .  .1^  in  der  Reihenfolge 
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1    1    2     2  "  •  •    i    u  J 

SO  ist  die  Zuordnung  der  Wurzeln  an  k  charakterisiert 
durch  die  Substitution 

2?)  S\  =  SiST2,, 

welche  auch  die  Permutation  definiert,  die  ein  positiver  Um- 
lauf um  den  Verzweigungspunkt  «j  in  der  unzerschnittenen 
^-Ebene  herbeiführt.  —  Von  den  r  Substitutionen  S'  ist  die 
erste  S[^=  S^^  die  letzte  S'y  =  S~l i ,  während  sämtliche 
Substitutionen  5',  wie  aus  2?)  unmittelbar  folgt,  durch  die 
Beziehung 

39)  S[S:2...S',=  l 

verbunden  sind. 

Man  kann  sich  nun  die  Fläche  T  auch  in  folgender 
Weise  entstanden  denken.  In  der  £:- Ebene  ziehe  man  von 
irgend  einem  nicht  singulären  Punkte  z^^  aus  nach  den  Ver- 
zweigungspunkten a^ . .  .  a„  Linien  l^. . .  ly,  die  weder  sich 
selber  noch  einander  (aufser  in  z^)  treffen,  und  schneide  die 
;r- Ebene  längs  dieser  Linien  auf.  Die  Aufeinanderfolge 
dieser  /  sei  so  gewählt,  dafs  ein  positiver  Umlauf  um  :^,  die 
Ränder  der  Schnitte  in  der  Reihenfolge 

-+-+      -+ 

1    12    2*'*    "    '' ' 

Überschreitet.  Die  den  n  Wurzeln  s^ . . .  .s„  entsprechenden 
Tabellenblätter  £J^,. .  .£„  lege  man  nun  so  aufeinander,  dafs 
die  n  Schnitte  /j  (^  =  1,  2  . . .  v)  sich  decken.  Die  Riemann'sche 
Fläche  T  entsteht  dann,  wenn  man  längs  jedes  Schnittes  4 
(/.  =  1,  2  . .  .  v)  die  Ränder  von  E^. .  .E^  so  verbindet,  wie 
es  die  zu  /^  gehörige  Substitution  S^  angiebt.     Ist  z.  B. 


+  +  -  - 

so  hefte  mau  E^. .  .E^  resp.  an  E.^^  . . .  Ey_^ ,  so  dafs  ein 
positiver  Umlauf  um  «^  aus  dem  Blatte  E,_  in  das  Blatt 
Ey.  führt. 

Die  so  entstehende  Fläche  T  ist  eine  zusammenhängende. 
Wir  können  dies  auch  dadurch  ausdrücken,  dafs  wir  sagen : 
die  aus  S\...S^,  erzeugte  Gruppe  von  Substitutionen 
ist  transitiv'. 


§  11.    Kuustruktion  der  Fläche  T.  75 

Eine  andere  Eig:enschaft  der  Suhstitutioncii  '^''  ist  in  3'?) 
enthalten;  diese  Heziehunj:  ist  der  Ausdruck  dafür,  dals  ein 
in  der  c-Ebene  aus^reflllirtcr  positiver  Undauf  um  den  Punkt 
~„  jede  Wurzel  zu  ilircni  Antanf^swerte  zurückfuhrt,  dafs  also 
ein  in  der  Fläche  T  ausgeführter  Umlauf  um  c„  schon  nach 
einnialiirer  Umkreisung  von  z^^  in  <las  Ausgangshlatt  zurück- 
führt. 

Die  Koustruktiun  der  Fläche  T  durch  Heftung  der 
Blätter  E^. . .  E^  längs  der  strahlenförmig  vom  Punkte  2„ 
nach  den  Verzweigungspuukteii  laufenden  Schnitte  l^  . .  .1^ 
ermöglicht  einen  bessern  Einblick  in  die  Natur  der  Ver- 
zweigungspunktc  höherer  (Jrdnung.  Angenommen,  der  Punkt 
z  =  a,-  sei  ein  Xerzweigungspunkt  von  der  Ordnung  /<  =  6, 
80  dafs  im  Punkt  a,  diejenigen  sechs  Blätter  von  T  zu- 
sannnenhängen,  auf  denen  der  Wertinhalt  der  sechs  Wurzeln 
Sj . . .  Sg  ausgebreitet  ist,  die  sich  durch  einen  positiven  Um- 
lauf um  c  -^z  a,-  cyklisch  permutieren.     Ist 


c'  _/^l  2  3  4  5  6  7...n\ 
'^'  ~  V2  3  4  5  6  1   7  . . .  «/ 


die  dem  Schnitte  /j  zugehörige  Substitution,  so  geht  die 
Variabele  :  bei  jedem  Umlauf  in  das  nächstfolgende  Blatt, 
mufs  also  sechsmal  um  z  =  ai  herumlaufen,  ehe  sie  wieder 
an  ihre  Ausgangsstelle  zurückkehrt.  Zu  demselben  Resultat 
kommt  man  aber  auch,  wenn  man  fünf  einfache  Ver- 
zweigungspunkte 7i,y2--->'6  annimmt,  deren  Verbindungs- 
linien /.j.  A.,  .  . . /j  mit  r^,  die  Substitutionen: 

^„__(123...n\  /1234...n\ 

^„  _  /l  2  3  4  5  6  7  . . .  «\ 
'  ~  V6  2  3  4  5  1  7  . . .  n/ 

entsprechen.  Geht  man  von  einem  Punkte  ß  im  Blatte  Ej^ 
aus,  so  führen,  wie  Fig.  18  zeigt,  erst  6  Umläufe  wieder  in 
das  Blatt  E^  zurück,  so  dafs  der  Ringweg  sich  erst  nach 
6  Umläufen  schliefst.  Jeder  Umlauf  führt  dabei  z  aus  einem 
Blatte  in  das  nächstfolgende  Blatt,  genau  wie  bei  dem  Ver- 
zweigungspunkte a,-  von  der  Ordnung  6.  Läfst  man  die 
5  Verzw^eigungspunkte  /,  sowie  die  Schnitte  l  sich  einander 
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nähern  und  schliefslich  zusammenfallen,    so  bleibt    alles  un- 
geändert.     Wir  haben  daher  den 

SbIZ  lll-l  Jeder  Verzweigungspunkt  von  der  Ord- 
nung (.1  läfst  sich  ansehen  als  äquivalent  mit 
iu — 1  einfachen  Verzweigungspunkten. 


Fig.  18. 


Ändert  man  die  Reihenfolge,  in  der  die  n  Blätter  E^...En 
aufeinandergelegt  werden,  so  wird  an  dem  Tabelleninhalt 
der  Fläche  T  nichts  geändert,  dagegen  wird  die  Art,  wie 
sich  die  Blätter  durchsetzen,  eine  andere.  Ist  z.  B.  für  n  =  5 
die  Zuordnung  der  Blätter  links  und  rechts  vom  Verzweigungs- 
punkte «i  gegeben  durch  die  Substitutionen: 


Si  —  i 


/l  2  3  4  5\       9  _  /l  2  3  4  5\ 
V4  32  15/'     "*""V5  4  132/' 
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80  erhält  man,  wenn  die  Blätter  in  der  Reihenfolge  1,  2,  3,  4,  5 
aufeinandergelegt  werden,  für  die  Verbindung  der  Blätter 
links  und  rechts  von  o,  die  ProHlzeichnuugen  Fig.  19  a) 
und  b). 


■f- 


\ 


^    ,  > 


>i' 


Et ^  \  ' Eg 

■*■                                       y^\  _ 

E. -''  \  ^^ E, 

i y    '- 4 

l 1 

Fig.  19a. 
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E --r''  ^-  E 

Es 


Fig.  19  b. 
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Fig.  20  a. 
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Legt  man  dagegen  die  Blätter  in  der  Reihenfolge 
1,  5,  2,  4,  3  aufeinander,  so  ergeben  sich  die  Profilzeich- 
nungen Fig.  20  a)  und  b).  —  Die  letztere  Art  der  Anordnung 
der  Blätter  E^  . . .  E^  liefert,  wenigstens  für  I^  eine  über- 
sichtlichere Zusammenheftung  der  Blätter,   wie   die   erstere. 

/ F. 


1t 


/ 
\  / 


•,'  s/  - 

Fig.  20  b. 

Den  Umstand  schliefslich,  dafs  die  Reihenfolge,  in  welcher 
der  Sperrschnitt  I  die  Verzweigungspunkte  verbindet,  will- 
kürlich ist,  werden  wir  später  dazu  benutzen,  um  wenigstens 
für  den  Fall  nur  einfacher  Verzweigungspunkte  eine  über- 
sichtliche Normalform  der  Fläche   T  herzustellen. 


Die  zur  Grundgleichung  i^=  0  gehörige  Fläche  T  ver- 
anschaulicht in  greifbarer  Form  den  Einflufs  der  Ver- 
zweigungspunkte auf  die  durch  einen  Ringweg  in  der 
2-Ebene  herbeigeführte  Permutation  der  Anfangswerte  der 
Wurzeln,  von  der  bereits  in  §  3  die  Rede  war. 

In  der  einfachen  r-Ebene  entspricht  jedem  Werte  von 
z  ein  ganz  bestimmter  Punkt  dieser  Ebene;  in  der  Fläche  T 
dagegen  gehören  zu  jedem  Werte  von  z  n  übereinander 
liegende  Punkte,  in  jedem  Blatte  von  T  einer.  Ein  Punkt 
von  T  ist  also  durch  den  daselbst  vorhandenen  Wert  von  z 
allein  noch  nicht  bestimmt,  sondern  erst  durch  diesen  Wert 
zusammen  mit  dem  dort  stattfindenden  Werte  von  s;  diese 
zwei  zusammengehörigen,  einen  Punkt  von  T  vollständig 
bestimmenden  Werte  von  s  und  z  mögen  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  heifsen. 
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Beschreiltt  z  in  der  r-P^J)oiio  einen  Weg  /,  der  von  einem 
Punkte  :  r^  a  nach  einem  Punkte  :  -  l>  fUlirt.  s(i  entsprechen- 
denii^elben  in  T.  wenn  /  allen  \'erz\veigunj:sj)unkten  ausweicht. 
n  getrennte  Wege  /,  .  . .  /„,  deren  Anfangspunkte  die  n  Über- 
einander liegenden  Tunkte  c  =  a,  und  deren  iMulpunkte  die^ 
n  übereinander  liegenden  Punkte  z  =  b  von  T  sind.  Bezüg- 
lich dieser  Endpunkte  sind  2  Fülle  zu  unterscheiden: 

1?)  Der  Weg  /  geht  nicht  durch  die  behufs  Konstruktinn- 
der  Fläche  7'  angelegte  Sperrlinie  1'  hindurch.  —  In  diesem 
Falle  verläuft  jeder  der  n  Wege  /,  .  .  .  /„  ganz  in  dem  Blatte, 
in  dem  er  seinen  Ausgang  genommen  hat. 

2?)  Der  Weg  /  geht  durch  1  hindurch.  —  In  diesem 
Falle  endigen  mindestens  zwei  der  Wege  /,  . . .  /„  auf  einem 
andern  Blatte,  als  dem,  in  welchem  sie  ihren  Anfang  ge- 
nommen haben.  Schliefst  sich  z.  B.  dort,  wo  /  die  Linie  ~ 
durchsetzt,  das  Blatt  E^  an  K^,  an,  so  geht  ^  daselbst  aus 
£y  in  A',.  über.  Da  aber  die  ?<  Endpunkte  von  l^  .  . .  4.  so 
auf  die  )i  Blätter  von  T  verteilt  sind,  dafs  in  jedem  Blatte 
einer  derselben  liegt,  so  mufs  es  einen  weiteren  Weg  /„ 
geben,  der  ebenfalls  sein  Ausgangsblatt  verläfst  und  in  Ey. 
endigt. 

Fällt  der  Endpunkt  h  von  /  mit  dem  Anfangspunkte  a 
zusammen,  so  geht  l  in  einen  Kingweg  über,  und  man  hat  den 

ShIZ  IY")  Jedem  Ringwege  l  in  der  c-Ebene,  der 
allen  Verzweigungspunkten  ausweicht,  ent- 
sprechen in  T  n  getrennt  verlaufende  Wege 
l^...l„,  die  nicht  immer  Kingwege  in  T  sind. 
Die  Endpunkte  von  l^...ln  bilden  eine  Per- 
mutation der  Anfangspunkte,  und  die  End- 
werte, die  Sj . . .  s„  auf /,.../„  erlangen,  bilden 
dieselbe  Permutation  ihrer  Anfangswerte. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  ferner: 

SftiZ  Y)  Ist  T  zusammenhängend,  so  kann  man  in 
der  einfachen  c-Ebene  stets  einen  Weg  l  so 
wählen,  dafs  ein  beliebiger  Weg  ly.  aus  der 
Reihe  der  Wege  l^...ln  i"  einem  beliebigen 
Blatte  Eu,  von  T  endigt. 


gQ  II.  Die  Kiemann'sche  Yerzweigungsfläche  T. 

Von  der  zu  einer  irreducibelen  Gleichung  F  ==:  0  ge- 
hörigen Fläche  T  haben  wir  bereits  gesagt,  dafs  sie  zu- 
sammenhängend ist.  Es  folgt  das  schon  aus  ihrer  Konstruktion. 
Vielleicht  ist  es  jedoch  nicht  überflüssig,  einen  formellen 
Beweis  dafür  zu  liefern,  und  zu  zeigen,  dafs  auch  umgekehrt 
i^  =  0  irreducibel  ist,  wenn  T  zusammenhängend  ist. 

Angenommen,  T  zerfalle  bei  irreducibler  Grundgleichung 
i^r=  0,  d.  h.  es  mögen  etwa  die  Blätter  E^. . . .  E„  unter- 
einander, aber  nicht  mit  den  andern  Blättern  £„^1, ...£'„ 
zusammenhängen.     Dann  wäre  das  Produkt 

{s  —  s^) .  .  .{s  —  s„) 

in  der  einfachen  --Ebene  einwertig,  F=0  also  nicht  mehr 
irreducibel,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Wäre  umgekehrt,  bei  zusammenhängendem  T  das  Produkt 

(s Sj)...  (s  —  s„) 

ein  in  s  und  z  rationaler  Faktor  von  F,  so  würde  jeder 
Ringweg  l  in  der  ^-Ebene  diesen  Faktor  zu  seinem  Anfangs- 
werte zurückführen,  was  nach  Satz  V?)  dieses  Paragraphen 
unmöglich  ist.  —  Wir  können  daher  den  Doppelsatz  aus- 
sprechen : 

Satz  VI*?)  Ist  F=^0  irreducibel,  so  ist  T  zusammen- 
hängend, und  umgekehrt:  ist  Tzusammenhängend, 
so  ist  F=^0  irreducibel. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  an  einigen  speziellen  Bei- 
spielen die  Konstruktion  der  Fläche  T  zu  erläutern,  bleibt 
uns  noch  ein  Punkt  zu  erledigen.  —  In  den  bisherigen 
Ausführungen  haben  wir,  wenn  der  Wert  ^  =  00  in  Betracht 
kam.  stets  von  dem  oc-fernen  Punkte  der  c-Ebene 
gesprochen,  also  angenommen,  dafs  alle  00  vielen  ver- 
schiedenen Richtungen,  die  von  einem  Punkte  der  r-Ebene 
aus  ins  Unendliche  führen,  in  demselben  Punkte  konvergieren. 
Dieser  Annahme  liegt  die  Vorstellung  zu  Grunde,  dafs  die 
2-Ebene  im  Unendlichen  geschlossen,  etwa  eine  Kugel  von 
oc  grofsem  Radius  ist.  Zu  derselben  Vorstellung  über  das  Un- 
endlichferne kann  man  aber  auch  auf  folgendem  Wege  gelangen. 
Denkt  man  sich  eine  Kugel  von  beliebigem  endlichen  Radius  ?•, 
welche  die  c-Ebene  im  Punkte  2  =  0  berührt,  und  projiziert 
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man  alle  Punkte  der  c-Ebeue  von  dem  diesem  Berührungs- 
punkte 5  diametral  entgegengesetzten  Kugelpunkte  N  aus, 
so  weist  jeder  Projektionsstrahl  einem  Punkt  der  r-Ebene 
einen  und  nur  einen  Punkt  der  KugelHäche  zu,  und  die  un- 
endlich fernen  Gebiete  der  c-Ebene  haben  ihre  Projektion  in 
dem  einen  Punkte  X 

Diese  Projektion  der  r-Ebene  anf  die  Oberfläche  einer 
Kugel  vom  Kadius  r,  welche  man  wohl  auch  als  Trans- 
formation mit  Hilfe  reciproker  Radien  Vektoren  vom 
Inversionscentrum  N  aus  bezeichnet,  führt  unmittelbar  zu 
einer  Umformung  von  T,  welche  diese  Fläche  der  An- 
schauung näher  rückt,  indem  sie  dieselbe  durch  ein  Flächen- 
gebilde im  dreidimensionalen  Räume  ersetzt.  —  Projiziert 
man  jede  der  //-Ebenen  von  T  auf  eine  sie  im  Punkte  r==0 
berührende  Kugelfläche  von  konstantem  Radius,  so  entsteht 
ein  System  von  n  konzentrischen,  unendlich  nahe  bei  ein- 
ander liegenden  Kugelflächen,  die  sogenannte  Riemann'sche 
Kugelfläche.  Die  Blätter  dieser  Fläche  durchsetzen  sich 
ebenso  wie  die  ebenen  Blätter  von  T,  und  den  Durch- 
setzungslinien läfst  sich  stets  eine  solche  Gestalt  geben, 
dafs  sie  auf  der  Kugelfläche  Bogen  gröfster  Kreise  sind. 
Den  n  oo  fernen  Gebieten  von  T  entsprechen  n  übereinander 
liegende  Punkte  der  Kugelfläche,  die  n  oc- benachbarten 
Inversionscentren . 

Zur  Erläuterung  der  Ausführungen  dieses  Paragraphen 
mögen  einige  Beispiele  vorgeführt  werden,  wobei  wir  uns 
an  die  erste,  auf  die  Zuordnung  der  Wurzeln  an  der  Sperr- 
linie E  sich  stützende  Konstruktion  von  T  halten. 

Beispiel  1'?)  Die  schon  früher  (§  4,  Beisp.  3?)  be- 
trachtete, durch  die  Gleichung 

s^—  (~  —  «i)  (c  —  «2) ...  (z  —  «29)  =  0 

definierte  algebraische  Funktion  5  von  z  besitzt  Ver- 
zweigimgspunkte  an  den  Stellen  2:  =  «j,  a,  ...  «2?  der 
x:-Ebene.  Läfst  man  I  die  Verzweigungspunkte  in  dieser 
Reihenfolge  verbinden,  so  ist  längs  aller  Abteilungen 
2'2,  2"^,  . . .  Zog-,  von  I  die  Zuordnung  der  Wurzeln  gegeben 
durch  die  identische  Substitution 

•^2;,=  ^^  2)'         (x  =  l,  2...?  — 1), 

Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Funkt.  6 
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und  längs  der  Abteilungen  J, ,  J3, . .  .  Ja^-i  durch  die 
Substitution 

Äax-i  =  (^2   1)  '  (>'^  =  1,  2  .  . .  </). 

Um  die  zur  Funktion  s  gehörige  Fläche  T  zu  erhalten, 
hat  man  daher  nur  die  zwei  Blätter  E^,  E^,  welche  den 
Werte  Vorrat  von  je  einer  der  zwei  Wurzeln  s^,  s^  enthalten, 
längs  2'j,  Tg, . . .  2"2g_i  zusammenzuheften.  —  Die  entstehende 
Fläche  Tist  die  Fläche  der  hyperelliptischen  Funktionen- 
Beispiel  2?)     Die  durch  die  Gleichung 

definierte  Funktion  s  besitzt  Verzweigungspunkte  nur  an  den 

Stellen  2=1,    a,  a^,  («  ^ ^  +  ir  ^3  ).     Aus   dem    in 

§  4,  Beispiel  5  9)  Entwickelten  folgt,  wenn  I  die  Verzweigungs- 
punkte in  der  Reihenfolge  1,«,«^  verbindet:  längs  der  von 
1  nach  a  führenden  Abteilung  I^  von  I  ist  die  Zuordnung 
der  Wurzeln  s^, ««r^  gegeben  durch: 

.  _  /l  2  3\ 

*^i  ~  V2  3  1/  ' 

längs  der  von  a  nach  a'-  gehenden  Abteilung  I.y  von  E  durch: 

.  _  /l  2  3\ 
*^2  ~  1^3  1  2^  * 

Der  Zusammenhang  der  Blätter  £",,  E.^^  E^  wird  also  längs 
Zj  und  I^  dargestellt  durch  die  Profilzeichnungen  Fig.  21ai 
und  b. 

/__ ^  K 

£y -'     ~^ — — — *^s 

Fig.  21a. 


j: 


E 

Fig.   21  b. 
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Beispiel  3V)     Es  sei  .<!  definiert  durch 

t/(^  — «i)(g  — «o) 
r    (^_6J(z-6,)' 

Nach  dem  frllher  (tj  4,  Beisp.  4^)  Ausgeführten  hat  s-  Ver- 
zweigungspuukte  an  den  Stellen  r  =  «,,  a.^,  b^,  h,y  Ver- 
bindet 1'  die  Verzweigungspunkte  in  dieser  Reihenfolge,  so 
liefern  die  Substitutionen : 

^»==(231)'      '^•'^(312)'      ■^'"8  =  *^i 

die  Zuordnung  der  Wurzeln  längs  l'p  I^,  I^,  und  die  Profil- 
zeichnungen   Fig.  21a    resp.  b    stellen   den   Zusammenhang 

der  Blätter  E^,  E^,  E^  längs  a^a.,,  b^b^^  resp.  a.^b^   dar. 

Verbindet  2'  die  Verzweigungspunkte  in  der  Reihen- 
folge a,,  6j,  Oj,  b„,  so  ist  längs  der  von  b^  bis  a.,  gehenden 
Abteilung  von  i"  die  Zuordnung  der  Wurzeln  durch  die 
identische   Substitution   gegeben,    während    den   Abteilungen 

flj  6j,  Oo  ^2  die  Substitution 


^  _  .  _  /l  2  3\ 
Ol  —  03  _  ^2  3  \) 


entspricht.  —  Die  Heftung  der  Blätter  von  T  ist  also  bei 
der  letzteren  Anordnung  der  Verzweigungspunkte  einfacher, 
wie  bei  den  ersteren. 

Aufgabe:  Es  soll  die  zur  Grundgleichung 

8^«8  +  3  (1  —  ^)  s  +  (1  —  c)  =  0 

gehörige  Fläche  T  konstruiert,  und  angegeben  werden,  wie 
sieh  die  Zusammenheftung  der  Blätter  ändert,  wenn  die 
Reihenfolge,  in  welcher  I  die  Verzweigungspunkte  z^  —  1, 
0,  -|-  1  verbindet,  geändert  wird. 


§  12.    Die   algebraischen   Funktionen   der   Klasse; 
ihre  Residuen  und  Ordnungszahlen. 

Die  durch  die  Grundgleichung  F=0  definierte  al- 
gebraische Funktion  5  von  z  ist  eindeutige  Funktion  des 
Ortes    in   der   zu  F=0  gehörigen  Fläche  T;    sie  ist  aber 

6* 
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nicht  die  einzige  Funktion,  der  diese  Eigenschaft  zukommt, 
denn,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  läfst  sich  jede  rationale 
Funktion  von  .t  und  z  der  Fläche  T  eindeutig  zuordnen.  — 
Wir  nennen  mit  Riemann  jede  Funktion,  die  eindeutige 
Funktion  des  Ortes  in  T  ist,  vepzweig-t  wie  die  Fläche  T, 
Die  Gesamtheit  dieser  g-leiehverzweigten  Funktion  bildet 
eine  Klasse,  und  wir  nennen  deshalb  eine  wie  T  verzweigte 
Funktion  auch  kurz  eine  Funktion  der  Klasse.  —  Über 
diese  Funktionen  der  Klasse,  zu  denen  jedenfalls  die  ratio- 
nalen Funktionen  von  s  und  ~  gehören,  leiten  wir  im 
Folgenden  eine  Reihe  äufserst  wichtiger  Sätze  ab. 

Satz  r'j  Jede  Funktion  o  der  Klasse,  die  in  7  nur 
zu  endlicher  Ordnung  und  nicht  unendlich  oft 
unendlich  wird,  ist  eine  algebraische  Funktion 

von  z. 

Beweis:  Bezeichnen  o^,  o^  ■ .  •  0,1  die  Werte  von  a  in  w 
übereinanderliegenden  Punkten  von   1]  so  ist 

wo  '  einen  fest,  aber  willkürlich  angenommenen  Parameter 
bedeutet,  eine  in  der  einfachen  c-Ebene  einwertige  Funktion 
von  c.  Die  Koeffizienten  A^^...An  sind  daher,  wegen  der 
Willkürlichkeit  von  t,  ebenfalls  einwertige  Funktionen  von  z, 
und  überdies,  infolge  unserer  Voraussetzung  über  das  Un- 
endlichwerden von  (7,  sogar  rationale  Funktionen  von  z. 
Die  Werte  ö-j,...(7„  sind  also  Wurzeln  einer  Gleichung: 

in  der  die  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  z  sind, 
d.  h.  o  ist  eine  algebraische  Funktion  von  z. 

SSltZ  II")     Jede    Funktion    o    der    Klasse,    die    in     T 
nirgends  unendlich  wird,  ist  eine  Konstante. 

Beweis:    Die  Koeffizienten  A^...An  der  algebraischen 
Gleichung : 

(7»  -f-  A^  ff"-i  -]-...     -[-  A.  =  0, 

welche  o  mit  z  verbindet,  sind  symmetrische  Funktionen 
der  Wurzeln  o^  . .  .a^  dieser  Gleichung.    Werden  also  a^...  ff„ 
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in  T  nirgends  unstetig:,  so  werden  aucli  .4,  . . .  A^  nirjrends 
unstetig,  und  sind  daher,  als  einwertige  Funktionen  von  --, 
konstant,  a,  . .  .  (;„  sind  folglicii  ebenfalls  konstant,  und 
zwar  hat  a,  in  /:-',  überall  denselben  konstanten  Wert, 
tjj  in  E,,  .  .  .  o„  in  £„.  Da  ferner  die  Blätter  A",  .  .  .  £„ 
längs  der  Verzweigungsschnitte  alle  zusannnenhängen  und 
dort  stetig  in  einander  übergehen,  so  haben  a,  .  .  .  a„  den- 
selben konstanten  Wert,  d.  h.  a  ist  konstant,  w.  z.  b.  w. 

SStZ  III")  Jede  Funktion  o  der  Klasse  läfst  sieh, 
wenn  sie  in  T  nur  zu  endlicher  Ordnung  und 
nicht  unendlich  oft  unendlich  wird,  als 
rationale  Funktion  von  s  und  z  darstellen. 

Beweis :  Es  seien  o^.  o^  . . .  o„  die  Werte  von  o  in  n 
ttbereinander  liegenden  Punkten  von  T,  s^,  s^  . . .  s^  die  Werte 
von  s  in  denselben  n  Punkten.  Bildet  man  dann*)  mit  dem 
fest,  aber  willkürlich  angenonimenen  Parameter  t,  die  Funktion 

bF{t  z) 
wo  F'  {sy_ ,  :)  den  Wert  von  —    '  "    für  t  =  s^  bezeichnet, 

o  c 

80  ist 

2.0)  ip{s,)=o,,         (/=1,  2...n). 

Diese  Funktion  ip  (t)  betrachten  wir  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  t  und  z. 

Wie  aus  1?)  hervorgeht,  ist  ip  (t)  ganze  Funktion  von  t 
vom  Höchstgrade  n  —  1 .  läfst  sich  also  darstellen  in  der 
Form: 

3?)  ip{t)  =  R-^B^.t-\-...-^R„_,.i-~' 


> 


wo  jR,  i?j  . . .  i?„  Funktionen  von  ~  sind.  —  Aus  2?)  und  3?) 
ergeben  sich  die  n  Formeln : 

(7,  =  i?-f  i2j.s^-|-...  +  i?^_i.s«-i,  (x=l,  2...n), 

die  zusammen  die  eine  Gleichung 

4«)  a=i?-f  72i.s-j-...-f  i?„_i.s»-i 


Christoffel.    Brioschi's  Annalen  Bd.  X.  1880. 


86  II.  Die  Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T. 

liefern,    in  der  nur   noch  die  Koeffizieuten  i?,  i?^,  . . .  i?«  _  i 
als  Funktionen  von  c  zu  untersuchen  sind. 

Läfst  man  in  der  einfachen  c-Ebene  die  Variabele  z 
einen  geschlossenen  Weg  beschreiben,  der  allen  Singularitäten 
von  s  ausweicht,  so  bilden  (Satz  IV?,  >J  11)  die  Endwerte 
von  s^. . .  Sn  eine  Permutation  der  Anfangswerte,  und  die 
Endwerte  der  o^  . . .  a^  gemäfs  2?),  dieselbe  Permutation 
ihrer  Anfanarswerte.     Die  n  Summanden 


's'- 


F{t,=) 


F'is,,z)     t  —  s, 

von  ifj^{t)  erfahren  daher  durch  diesen  Ringweg  von  c  nur 
eine  Änderung  ihrer  Reihenfolge ;  ihre  Summe  ip  {t)  kehrt 
also,  wenn  z  zu  seinem  Ausgangspunkte  zurückkehrt,  zu 
ihrem  Anfangswerte  zurück,  d.  h.  ip  {t,  z)  ist  einwertige 
Funktion  von  z.  Da  dies  unabhängig  vom  Werte  von  t  der 
Fall  ist,  so  sind  auch  i?,  72,  . . .  i?„  _  i  einwertige  Funktionen 
von  ~,  und  wegen  unserer  Voraussetzung  über  das  Unendlich- 
werden von  ff  sogar  rationale  Funktionen  von  z.  —  Die 
Formel  4?)  stellt  also  ff  dar  als  ganze  Funktion  von  s  und 
rationale  Funktion  von  z.  Bringt  man  diese  Formel  in  die 
Gestalt: 


ff  ^ TT 


gn-1 


WO  F,  Pj^  . . .  P„  -  i,  S  ganze  Funktionen  von  z  bedeuten,  so 
kann  mau  mit  Hilfe  der  Grundgleichung  F=0  in  Zähler 
und  Nenner  dieses  Ausdrucks  höhere  Potenzen  von  s  ein- 
führen, und  erhält  o  ausgedrückt  als  rationale  Funktion  von 
s  und  ~.  —  Damit  ist  der  Satz  bewiesen.*) 

Gemäfs  dem  eben  bewdeseneu  Satze  ist  die  Gesamt- 
klasse der  algebraischen,  wie  T  verzweigten  Funktionen 
identisch  mit  der  Gesamtklasse  aller  rationalen  Fimktionen 
von  s  und  z. 

Es  sei  nun  t  irgend  eine  algebraische  Funktion  der 
Klasse,  z  =  a  ein  Punkt  der  Fläche  T;  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  läfst  sich  t  in  eine  Potenzreihe  entwickeln, 


•)    Einen    anderen    Beweis    giebt    Herr    Prym,    Grelle    1877. 
pag.  201—261. 
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1  1 

■die  nach  Poton/i'H  von  (c  —  a)   oder  {:  —  a)"   oder  — fort- 

sehrritet,  je  nachdem  der  Punkt  «  ein  grewöhnlicher  Punkt 
oder  ein  Verzweifrun^^spunkt  von  der  Ordnuni:  //  von  7'  ist, 
oder  auf  einem  der  Jilätter  von  7'  im  Unendlichen  liegt. 
Jede  dieser  Potenzreihen  hat  ihr  bestimmtes  Konvergenzgebiet 
und  ist  iiinerhall)  dieses  Gebietes  unbeschränkt  integrierbar, 
d.  h.  fttr  das  Innere  eines  jeden  solchen  Konvergenzgebietes 
erhält  man  das  Integral  J^jrdz^  indem  man  die  ent- 
sprechende Keihenentwickelung  von  r  gliedweise  integriert, 
lü  diesen  Potenzreihen  fassen  wir  besonders  die  etwa  darin 
vorkommenden  Glieder  ins  Auge,  die  von  der  Form 

a  ^       a 

oder  — 


a 


sind,  nnd  daher  zu  ( td:  einen  Beitrag 

adz  ^    A      I  ^^^  1 

=:  a  .  log  (c  —  a)  oder  /  =  a  ,  log  z 


a 


liefern.  Ein  solcher  Beitrag  wird  für  z  =  a,  resp.  r  =  oo 
unendlich;  aber  diese  Art  des  Unendlichwerdens  ist  gänzlich 
verschieden  von  der  der  Funktion  t  selbst.  Während  t 
nur  algebraisch  (oder  polar)  unstetig  wird,  wird  /,  sobald 
die  Ent^vickelung  von  r  Glieder  von  der  angegebenen  Form 
enthält,  für  c  =  a  resp.  c  =  oo  unendlich  wie  log  {z  —  a) 
resp.  log  c,  also  unendlich  wie  eine  transcendente  Funktion. 
Wir  sagen  dann:  J  =z  j  zdz  wird  fllr  ~  =  a,  resp.  z=oo 
log arith misch  unstetig.  Zugleich  ergiebt  sich,  dafs  J  nur 
•dann  ftir  z=a  oder  c  =  oo  logarithmisch  unstetig  wird, 
wenn  die  Entwickelung  von  t  in  der  Umgebung  dieser 
Punkte   Glieder   mit    dem  Nenner  (z  —  a)   oder  z   aufweist. 

Versteht  man  nun  mit  Cauchy  unter  dem  Residuum 
Res  (a)  einer  Funktion /(z)  in  einem  Punkte  -3:  =  « 
den  Wert  des  Integrals 
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WO  der  Integrationsweg  in  positiver  Richtung  um  den 
Punkt  a  herumläuft,  bis  er  sich  schlief si,  so  erhält  man, 
wenn  man  die  Reihenentwickelung  von  J=lTdz  berück- 
sichtigt, je  nachdem  :  ^=  a  ein  gewöhnlicher  Punkt  von  T 
ist,  oder  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordnung  /^i,  oder 
auf  einem  Blatte  Ey_  im  Unendlichen  liegt: 

Res(a)  =  a, 
Res  (a)  ^:^  fxa, 
Res(  00^)=— a. 

Dieselben  Gröfsen  nennen  wir  auch  die   Gewichte   G  der 
logarithmischen    Unstetigkeiten    des    Integrals    der 

Klasse  j r  Az   an  den  betreffenden  Stellen.     Mit  Einführung 
dieser  Bezeichnung  ist: 

1  ?)  für  einen  gewöhnlichen  Punkt  z  ^  a: 

a        _     G{a) 
z  —  a  z  —  a    ' 

2  9)  für    einen  Verzweigungspunkt  c  ==  a   von   der  Ord- 

nung |U : 

\  G  (a) 


39)  für  z  =  o^y:. 


-  a  IX         z  —  a 

a     G  { ooy) 


5 


Bezeichnet  man  daher  mit  Jacobi  in  der  Reihen- 
entvkdckelung  f  =^  I  Cr  .  (p""  einer  Funktion  /  nach  Potenzen 
von  (jp,  den  Koeffizienten  Cr  des  Gliedes  Cr  f/)*"  symbolisch  mit 

l/l 


ly'' 


so  erhält  man,  den  vorigen  drei  Fällen  entsprechend 

19)  Res  («)  =  G  (a)  =  ^J  Tdz=\T\^^, 

J  «  '-" 

(a  ein  gewöhnlicher  Punkt  von   T), 
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2?)  Res  («)  =G{a)  =  -^  .  fr  <h  =  .  |r|_^, 

J «  »-« 

(a  ein  Verzweiguiijrspankt  von  der  Ordnung  //), 

39)        Re8(oo,)=(?(oo,)  =  -i-^./  ^dz  =  —  \r\^. 

J      OOx  « 

Enthält  die  Entwickelun}:  von  r  an  einer  Stelle  ~  =  a  oder 

z  =  (x.y_  kein  Glied    von  der   Form  oder  -   ,    so    hat 

z — a  z 

T   an    dieser  Stelle  kein  Residuum,    oder  genauer:    das  Re- 
siduum von  T  an  dieser  Stelle  ist  =  0. 

Für  die  Residuen  einer  algebraischen  Funktion  r,  oder 
die  Gewichte  der  logarithmischen  Unstetigkeiten  des  Integrals 

der  Klasse  jrdc  gilt  der  wichtige: 

SStZ  lY  )  Die  Summe  aller  Residuen  einer  alge- 
braischen Funktion  x  der  Klasse  ist  stets 
gleich  Null, 

oder 

Die  Summe  der  Gewichte  aller  logarith- 
mischen Unstetigkeiten  eines  Integrals  jtdz 
der  Klasse  ist  stets  gleich  Null. 

Beweis:*)  Um  sämtliche  Residuenpunkte  (Punkte,  in 
denen  x  ein  Residuum  besitzt),  von  x  in  T  denken  wir  uns, 
in  hinreichender  Nähe  derselben,  Kurven  angelegt,  die  sich 
schliefsen.  Ist  der  Residuenpunkt  ein  im  Endlichen  gelegener, 
schlichter  Punkt  von  T,  so  läuft  die  Kurve  einmal  um  ihn 
herum;  ist  der  Residuenpunkt  ein  Verzweigungspunkt,  in 
dem  jit  Blätter  von  T  zusammenhängen,  so  läuft  die  Kurve 
iu-mal  um  ihn  herum,  bevor  sie  sich  schliefst;  ist  endlich 
der  Residuenpunkt  der  unendlich  ferne  Punkte  <Xy,  des 
Blattes  Ey.,  so  läfst  sich  für  die  Kurve  ein  Kreis  r^  nehmen, 
dessen  Radius  so  grofs  gewählt  ist,  dafs  sämtliche  im  End- 
lichen    von    Ey     gelegenen    Unstetigkeitsstellen    und    Ver- 

•)  Dieser    Beweis    ist    einer    Vorlesung    von  Christof  fei    über 
Abel'sche  Funktionen  entnommen. 
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zweigungspuukte  innerhalb  desselben  liegen.  Ein  positiver 
Umlauf  um  oo;,  ist  dann  nichts  anderes  als  ein  negativer 
Umlauf  um  das  Innere  E'y  von  Fy. 

Diese  Kreise  Fy  denken  wir  uns  nun  in  allen  Blättern  von 
T  angelegt  und  die  Fläche  T längs  derselben  durchgeschnitten. 
Die  unendlich  fernen  Gebiete  von  T  geraten  dadurch  in 
Wegfall.  Aus  dem  übrig  gebliebenen  endlichen  Stücke  T^ 
von  T  heben  w^ir  auch  noch  alle  Unstetigkeitsstellen  von  t 
und  alle  Verzweigungspunkte  heraus  (nicht  nur  diejenigen, 
die  Residuenpunkte  von  t  sind),  indem  wir  2\  längs  ge- 
schlossener Kurven  durchschneiden,  die  diese  Punkte  in  un- 
mittelbarer Nähe  umlaufen.  Es  entsteht  dadurch  ein  end- 
liches, zusammenhängendes  Flächeustück  2o,  in  dem  keine 
Singularitäten  und  keine  Residuenpunkte  von  t  mehr  liegen, 
und  das  zu  Randkurven  die  äufseren  Ränder  aller  um  die 
Unstetigkeitspunkte  und  Verzweigungspunkte  laufenden  ge- 
schlossenen Schnitte  und  die  inneren  Ränder  der  Kreis- 
schnitte Fy,  besitzt.  Da  nun  Randkurven,  die  keinen  Re- 
siduenpunkt von  r  einschliefsen,  zur  Residuensumme  *S  von 
T  keinen  Beitrag  liefert,  so  ist 

27VI  f   ^ 

wo  die  Integration  sich  in  positiver  Richtung  über  alle 
Randkurven  von  Tq  erstreckt.  Um  dieses  Integral  ausführen 
zu  können,  denken  wir  uns  2\  auch  noch  durchgeschnitten 
längs  aller  Verzweigungslinien,  in  denen  die  Blätter  E^. .  .E^ 
zusammenhängen.     Tq    zerfällt    dadurch    in    n    einblättrige, 

endliche  Stücke  El . . .  E°,,  innerhalb  deren  keine  Singu- 
laritäten   von   T   mehr   vorkommen.     Für    ein  jedes  solches 

Stück  El  ist  daher,  nach  einem  Satze  von  Cauehy: 


2ni 
und  folglich  auch 


n 


2  Ttl    ^i 


K 
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Diese  lntef,'ralsumnie    setzt   sich  aus  zwei  Beträgen  zu- 
sammen :  der  eine  Summand  ist 


dz  =  —  S, 


2  7ii 


der  andere  rlthrt  von  den  Uäiidern  der  Verzweig:ungsschnitte 
iier  und'  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  gleich  Null.  Man 
erhält  daher  schliefslich : 


Tdz  =  —^\  Tdz  =  —  S=0,  d.  h.  S  =  0. 


27ii  ^i     „o  2 Tri 


Aus  Satz  IV V)  ergiebt  sich: 

Die  Anzahl  der  Residuen  einer  algebraischen  Funktion 
der  Klasse  ist  entweder  =  0  oder  >  1,  nie  =^1.  Ist 
speziell  die  Anzahl  der  Residuen  gleich  2,  so  müssen  diese 
Residuen  entgegengesetzt  gleich  sein.  —  Dasselbe  gilt  von 
den  den  Residuen  gleichen  Gewichten. 

Dieses  Resultat  ist  die  Erweiterung  eines  Satzes  aus 
der  Lehre    der   einwertigen,  doppelperiodischen  Funktionen. 

Für  die  algebraische  Funktion  s  von  c  haben  wir  früher 
bewiesen,  dafs  sie  als  Funktion  von  c,  d.  h.  in  der  Fläche 
T,  nur  eine  endliche  Anzahl  von  UnstetigkeitssteUen  besitzt 
und  in  diesen  Stellen  nur  zu  endlicher  Ordnung  co  wird. 
Dies  ttberträgt  sich,  auf  Grund  der  Sätze  dieses  Paragraphen, 
unmittelbar  auf  jede  algebraische  Funktion  r  der  Klasse  und 

gilt  also  auch  von  der  Funktion  — .  Die  UnstetigkeitssteUen 

1  ^ 

von  -     sind  aber  die  Nullpunkte  von  t;   wir  können  somit 

auch  sagen :  jede  algebraische  Funktion  t  der  Klasse  besitzt 
in  2'  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullpunkten  und  wird  in 
diesen  Punkten  nur  zu  endlicher  Ordnung  Null. 

Wir  definieren  nun:  als  unendlich  kleine  Gröfse 
erster  Ordnung    sehen    wir    in    einem  gewöhnlichen  Punkte 


c^  von   T  die  Gröfse; 


'0  J 
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in    einem   Verzweigungspunkte    ^  =  C    von    der  Ordnung  ^i 
die  Grofse  i_ 

(~-  -  D  ^ 

für  z^  CO  die  Gröfse  —  an. 

Ist  dann: 

im  z  =  z^:     %  =  {z  —  z^y\A  +  A^  [z  —  z^)  +  ...], 

/.  1 

„    z  =  l::     r  =  [z-tf\A^A^{z-'r^-^...\ 


00: 


(t)"[^+4+---1' 


wo  die  Äzfz^)  und  die  Exponenten  x,  A,  v  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen  sind,  so  nennen  wir  x,  A,  v  die 
Ordnungszahlen  von  t  in  den  Punkten  c  =  ~j,,  C,  oc  und 
sagen:  t  wird  in  diesen  Punkten  0  oder  00  zu  den  Ord- 
nungen X,  Ä,  v,  je  nachdem  diese  Ordnungszahlen  positiv 
oder  negativ  sind. 

Es  gilt  nun  der 

Satz  Y^)  Die  Summe  der  Ordnungszahlen  einer 
algebraischen  Funktion  x  der  Klasse  ist  stets 
gleich  Null. 

Beweis :  Die  Funktion  t.  = ^ —  =  — .  —^ —  ist  eine 

dz  X     dz 

algebraische  Funktion    der  Klasse ;    ihre  Entwickelungen   in 

2^0,  t,  00  lauten : 

"•      '-    z-z,    ^     A^A^iz-z^)^...     ' 

.         ,  X      1        f  A(^-0^  +  - 

m-'  =  ^    r,=-.-^— -  + j , 

^     ~      ^         A^A^iz-DJ^... 

A, 


V 


.2 


2     ~r  •  •  • 


inc  =  oo:    Tj^ 1- 


z  ' 
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Die  Ordnuiijrszahlon  von  */,  Ä,  v  von  r  in  den  Punkten 
^0,  C,  00  sind  also  zugleicii  Jtesiduen  von  7j  an  diesen  Stellen, 
und  aul'serhaU)  der  Null-  und  rnstctijrkeitspunkte  von  r 
besitzt  7j  kein  Kesiduuni.  Die  Summe  aller  Ordnungszahlen 
von  T  ist  daher  gleich  der  Sunnne  der  Residuen  von  t^  in 
T,  d.  h.  nach  Satz  IVy),  gleich  Null. 

Da  einem  Nullpunkte  von  t  eine  positive,  einem  Un- 
stetigkeitsjjunkte  dieser  Funktion  eine  negative  Ordnungs- 
zahl entspricht,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze  die  Sunnne 
der  Ordnungen,  zu  denen  r  in  der  Fläche  T  Null  wird, 
gleich  der  Summe  der  Ordnungen,  zu  denen  r  in  T  gleich 
cß  wird.  Diese  fttr  ein  gegebenes  r  konstante  Summe  der 
Ordnungen  des  Uneudlichwerdens  heifst  die  Ordnung  der 
Funktion  r. 

Wird  T  in   einem  Punkte  c  =  :„  von  T  gleich  0^  resp. 
00^,    so    werden    wir   späterhin   wohl   auch  sagen :    in  dem 
Punkte  z  =  Zo  liegen  k  Null-  resp.  Unstetigkeitspunkte  erster 
Ordnung  von  t  vereinigt.   Mit  Anwendung  dieser  Ausdrucks- 
weise läfst  sich  die  Ordnung  </  von  r  auch  wie  folgt  definieren: 

Die  Ordnung  </  einer  algebraischen  Funktion  r 
der  Klasse  ist  gleich  der  Anzahl  der  vereinigt  oder 
getrennt  liegenden  Punkte  von  2\  in  denen  t  zur 
ersten  Ordnung  unendlich  wird. 

Unter  Benutzung  derselben  Ausdrucksweise  nimmt 
Satz  V?)  die  Form  an: 

Satz  Ya.)  Eine  algebraische  Funktion  x  der  Klasse 
wird  in  T  ebenso  oft  Null  wie  unendlich. 

Beachtet  man  schliefslich,  dafs  die  Funktion  r  —  a 
(a  =  constans)  au  denselben  Stellen  und  zu  derselben  Ord- 
nung wie  r  unendlich  wird,  also  dieselbe  Ordnung  wie  x 
besitzt,  so  ergiebt  sich  der 

SfttZ  VF)  Eine  algebraische  Funktion  t  der  Klasse 
von  der  Ordnung  q  nimmt  jeden  bestimmten 
konstanten  Wert  a  in  ^  vereinigt  oder  getrennt 
liegenden  Punkten  von   T  an. 
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§  13.    Beziehungen  zwischen  algebraischen 
Funktionen  der  Klasse. 

(n  m,\ 

verbundenen  Funktionen  s  und  ~  der  Klasse  als  Fundamental- 
funktionen der  Klasse  angesehen  worden,  durch  die  sich 
jede  Funktion  r  der  Klasse*)  rational  ausdrücken  läfst. 
Wir  nehmen  nun  ir2:end  zwei  andere  Funktionen  der  Klasse 
aS  und  Z,  von  den  Ordnungen  i-i  und  r,  und  untersuchen 
die  Frage,  ob  nicht,  wie  .^  und  ^,  so  auch  -S  und  Z  durch 
eine  algebraische  Gleichung  verbunden  sind,  und  ob  irgend 
eine  Funktion  der  Klasse  sich  auch  durch  S  und  Z  dar- 
stellen läfst.     Die  Antwort  wird  eine  bejahende  sein. 

Wir  untersuchen  zuerst  S  als  Funktion  von  Z. 

Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  Z  als  komplexe 
Variabele  in  einer  Z-Ebene,  und  sehen  nach,  wie  *S  sich 
ändert,  wenn  Z  in  dieser  Z-Ebene  Ringwege  durchläuft.  — 
Jedem  Punkte  Zr=  4  der  Z-Ebene  entsprechen  v  Punkte 
der  Fläche  2',  in  denen  Z  denselben  Wert  A  besitzt.  Diese 
V  Punkte  liegen  im  allgemeinen  getrennt  in  T,  und  es 
fallen  nur  dann  mehrere  von  ihnen  an  einer  bestimmten 
Stelle  von  T  zusammen,  wenn  an  dieser  Stelle  die  Differenz 
Z —  A  zu  höherer  Ordnung  als  der  ersten  Null  wird.   Es  seien 

A^  j  A^  ?  •  •  •  A^ 
diejenigen  Punkte  der  Z-Ebene,  denen  weniger  als  v  Punkte 
von  T  entsprechen.  Läfst  man  dann  Z  in  der  Z-Ebene 
einen  Ringweg  /  beschreiben,  der  allen  Punkten  A^  ...  Au 
ausweicht,  so  entsprechen  ihm  in  T  v  Wege  /^ . . .  4 ,  die 
allen  Punkten  ausweichen,  in  denen  Z  einen  der  Werte 
-4j  . . .  A],  besitzt.  Diese  v  Wege  verlaufen  also  in  T  völlig 
getrennt  und  sehneiden  sich  nicht:  ihre  Endpunkte  bilden 
auf  jeden  Fall  eine  Permutation  ihrer  Anfangspunkte. 

Sind  jetzt  S^,  S^, . . .  -S,, 

die  Werte  von  5  in  den  v  Punkten  Z^=  A  von  2\  so  bilden 
wir  das  Polynom: 

ip{t)  =  {t  —  S^){t  —  S,)...  {t—S,) 

*)    unter  einer  Funktion  der  Klasse  verstehen  wir  von  hier  ab 
immer  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse.  — 
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WO  t  ein  verlilj:l»arer  Parameter  ist.  Lälst  man  Z  in  der 
Z-Ebene  einen  liinirwej:  /  durchlauten,  der  allen  Punkten 
A^  . .  .  -Ifc  ausweielit.  so  bilden  die  Endpunkte  der  diesem 
Kingrwegre  entsjireclienden  We^e  /j  . . .  /,  in  2'  eine  Per- 
mutation ihrer  Ant'anjrsj)unkte,  und  die  Endwerte,  die  'S'  in 
den  Endpunkten  dieser  Wege  erlangt,  bilden  dieselbe  Per- 
mutation der  Anfangswerte  5,, .. .  -S,.  Der  Kinjrweg  /  von  Z 
fuhrt  also  </<  {f\  /.u  seinem  Anfangswerte  zurück,  d.h.  »/' (0 
ist  einwertige  Punktion  von  Z,  und  dasselbe  gilt,  da  t  will- 
kürlich ist,  auch  von  P, , . . .  P,.  Da  ferner  6'  als  Funktion 
der  Klasse  in  T  nur  zu  endlicher  Ordnung  und  nicht  un- 
endlich oft  unendlich  wird,  so  gilt  dies  auch  von  if'  (0-  -'^^^ 
einwertige  Funktion  von  Z  ist  daher  j/-  it)  rationale  Funktion 
von  Z,  und  ebenso  sind  P^, . ..  P,  rational  in  Z.     Setzt  man 

P-^  P_^ 

^vo  Q,  Qi  . .  .  Q,  ganze  Funktionen  von  Z  sind,  so  erhält 
man  für  ifj  (t)  den  Ausdruck : 


Q 

und  es  sind  folglich  S^ ...  S,  die  Wurzeln  einer  algebraischen 
Gleichung: 

Berücksichtigt  man  schliefslich,  dafs  5,  als  Funktion 
der  Klasse  von  der  Ordnung  /<,  denselben  Wert  in  ju  Punkten 
von  I'  annimmt,  dafs  also  einem  Werte  von  <S  fi  Werte  von 
Z  entsprechen,  so  ergiebt  sich  der 

S&tZ  I*)  Sind  5  und  Z  zwei  beliebige  Funktionen 
der  Klasse  von  den  Ordnungen  /ii  und  v,  so 
besteht  zwischen  ihnen  stets  eine  algebraische 
Gleichung  von  der  Form: 

I?)  r(i,  z)  =  0. 

Bemerkung:  Sind 

S  =  P,{s,z),  Z=P,{s,z) 
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die  Gleichungen,  welclie  S  und  Z  rational  durch  s  und  z 
ausdrücken,  so  läfst  sich  die  Gleichung  ?^''=0  auffassen 
als  Resultat  der  Elimination  von  .s  und  z  zwischen  den  drei 
Gleichungen  S  =  R^^  Z=B.-,,  F=0.  Näheres  hierüber 
in  Kap.  V. 

(n   m\ 
s,  cj=0,    von    der    wir    aus- 
gegangen   sind,    war    irreducibel.     Ist    dies    auch    bei    der 
Gleichung  IV)  der  Fall?  —  In  dieser  Beziehung  gilt  der 

Satz  ir)  Die  Gleichung  I?)  ist  stets  und  nur  dann 
irreducibel,  wenn  es  mindestens  einen  Wert 
Zq  von  Z  giebt,  für  den  die  v  entspreehenden 
Werte  S^^, . . .  Sy  von  <S  ungleich  sind. 

Beweis  1  '^)  Es  seien  für  Z=  Z^  die  Werte  *Sj  . . .  8^ 
alle  von  einander  verschieden.  Wir  zerlegen  dann  das 
Polynom  \\)  (t)  ^  (t  — ■  S^) .  .  .  {t  —  «S, )  auf  beliebige  Weise 
in  zwei  Faktoren : 

yj  (t)  =  ifj^  (0  .  ip,  {t), 
wo  ip^  {t)  =  {t  —  S^)  ...{t  —  S,), 

sei,  und  untersuchen,  ob  ein  beliebiger  Riugweg  in  der 
Z-Ebene  jeden  dieser  Faktoren  wieder  zu  seinem  Anfangs- 
werte zurückführt. 

In  der  Fläche  2'  legen  wir  einen  Weg  l^  an,  der  von 
dem  Punkte  (5'j,  Zg)  ausgeht,  allen  Punkten  von  T  aus- 
weicht, in  denen  Z  einen  der  früher  erwähnten  Werte 
A^  . .  .Ak  annimmt,  und  in  (S;.,  Zg)  endigt.  Diesem  Wege 
entspricht  in  der  Z-Ebene  ein  Ringweg  /,  der  vom  Punkte 
Zo  ausgeht,  allen  Punkten  A^  . . .  A^  ausweicht  und  wieder 
in  Zo  endigt.  Diesem  Ringwege  hinwieder  entsprechen  in 
T,  aufser  l^  noch  weitere  v  —  1  Wege  l^  •  ■•  U-  Der  Ring- 
weg /  führt  dann  t  —  -S,  über  in  t  —  S;.,  während  die 
anderen  Wurzelfaktoren  von  xp  (t)  auf  eine  nicht  näher  be- 
stimmte Weise  ihre  Reihenfolge  vertauschen.  Der  Endwert 
von  ipj^  {t)  enthält  also  jedenfalls  einen  Faktor  t — ■  Sx,  den 
der  Aufangswert  nicht  hatte.  Der  Ringweg  l  in  der  Z-Ebene 
fuhrt  daher  ifj^  (t)  nicht  zu  seinem  Anfangswerte  zurück, 
d.  h.  kein  Faktor  ijj^  (t)   von  ip  (t)   ist    einwertige   Funktion 
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von  Z,    oder    \l'(t.    ist    irrcducibel.     Die    Gleichung   I?)    ist 
folglich  ebenfalls  irreducibel. 

2?)  Für  jeden  Wert  von  7,  seien  zwei  oder  mehr  Werte 
aus  der  Reihe  >>',  . . .  «S,  einander  gleich.  —  In  diesem  Falle 
besitzen 

und  (//'(<)  =^=  vV-'  _|_  (v_  Ij  p^  .  <v-2  -|-  . .  .  -j-  P,_^ 

einen  gemeinsamen  Teiler,  dessen  Grad  in  t  jedenfalls  <^  v 
ist.     Dieser  Teiler 

ip{t)         t^-\-FH*-'-\-...-\-P, 


il>'{t)  vr-i+...         +P,.-i 

ist  ganze  Funktion  von  t  und,  da  P^  ...Py  rationale  Funktionen 
von  Z  sind,  ebenfalls  rationale  Funktion  von  Z.  ifJ  (t)  ist 
also  rational  zerfällbar,  d.  h.  die  Gleichung  I?)  ist  nicht 
irreducibel. 

Damit  ist  Satz  11?)  bewiesen. 

Ist  die  Gleichung  I?)  nicht  irreducibel,   so  entsteht  die 
Frage,    in    welcher    Weise    die    irreducibeln    Faktoren    des 

Gleichungspolynoms    '/'(S,  Z)   oder    ifj  =    ^      in   dasselbe 

eingehen.     Die  Antwort  hierauf  liefert  der 

Satz  III")  Ist  die  Gleichung  1?)  nicht  irreducibel, 
so  ist  ihr  Polynom  eine  ganze  Potenz  eines 
irreducibeln   Polynoms. 

Beweis :  Es  sei,  in  seine  irreducibeln  Faktoren  zerlegt : 

!/;(«)  =  1/^1  .1/^2   i/^g,  (?>1) 

und  V^i  =  {t — 5J {t — aS;,), 

^2  =  (^ — ^y.  + 1)  •  •  •  (^ — ^i)  •  •  •  (^ — «S^)) 


V^g  =  {t — -So  _  i) {t — 5v). 

Wie  aus  dem  Beweis  des  vorigen  Satzes  hervorgeht,  läfst 
sich  in  der  Z-Ebene  stets  ein  Ringweg  l  so  anlegen,  dafs 
aSj  in  5;.,    also   irgend   ein   Wurzelfaktor  t — 5^    von  i//^    in 

Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Funkt.  7 
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einen  beliebigen  Wurzelfaktor  t—S),  von  i/^«  übergeht.  Da 
nach  Voraussetzung  if.)^  und  \p^  irredueibel  sind  und  die 
höchse  Potenz  von  t  in  ip^  und  \p^  den  Koeffizienten  1  hat,, 
so  mufs  daher  \p^  identisch  mit  «/'._,  sein.  Durch  Wieder- 
holung dieser  Schlufsweise  ergiebt  sich,  dafs  ip^  mit  allen 
übrigen  irreducibeln  Faktoren  von  ip  (t)  identisch  ist, 
dafs  also 

ip=rp'i 

ist.  Denkt  man  sich  nun  ip^it)  nach  Potenzen  von  t  ge- 
ordnet : 

1/7,(0  =  i^  +  i?i  .  P  -  ^  +  ...  +  i?., 

und  die  rationalen  Funktionen  B^  .  . .  Ry  von  Z  auf  den. 
gemeinsamen  Nenner  M  gebracht: 


so  erhält  man: 


Ml         ' 

wo  l  den  höchsten  Grad  bezeichnet,  zu  dem  die  ganzen 
Funktionen  J/,  M^  . . .  My  von  Z  in  Z  ansteigen.  Hieraus 
ergiebt  sich  schliefslich 

n?)  ¥  (4  z)  =  \ß  (4  i)]',     w.  z.  b.  w. 

Zwischen  je  zwei  algebraischen  Funktionen  der  Klasse 
S  und  Z  von  den  Ordnungen  (.t  und  v  besteht  also  auf  jeden 
Fall  eine  irreducibele  algebraische  Gleichung.  Giebt  es 
einen  Wert  von  Z  für  den  die  v  entsprechenden  Werte  von 
S  ungleich  sind,  so  ist  diese  Gleichung  in  »S  vom  Grade  v^ 
in  Z  vom  Grade  f.i.  Giebt  es  keinen  solchen  Wert  von  Z, 
so  ist  die  zwischen  S  und  Z  bestehende  irreducibele  Gleichung 
in  S  und  Z  nicht  mehr  von  den  Graden  v  und  (.i^  sondera 
von  den  Graden 

V  .  u 


§13.    Beziehungen  zwischen  algebraischen  Funktionen  der  Klasse.    \)<) 

wo  7  eine  iranzc  Zahl  bedeutet  die  >>  1,  im  all^^eiiieineu 
nicht  näher  hestiinmt  ist  und  in  »-  und  //  ohne  Kest  aufg:eht. 

An  Satz  111?)  schliei'sen  sich  unniittelhar  folgende  Be- 
nierknnjren  an: 

1 V)  Sind  i'  und  u  relative  Primzahlen,  so  ist  q=  1; 
die  -^^  und  Z  verbindende  irreducibele  Gleichung  ist  dann 
in  'S'  vom  Grade  i\  in  Z  vom  .Grade  .«. 

2?)  Ist  die  zwischen  6'  und  Z  bestehende  irreducibele 
Gleichung  nicht  von  den  Graden  v  und  «,  und  ist  aufserdem 
eine  dieser  Zahlen,  etwa  v,  eine  absolute  Primzahl,  so  mufs 
q  =  V  sein.     F^s  ist  dann 

ip{t)  =  it  —  s^y,  d.h.  s^  =  s^  =  ...  =  s,. 

In  diesem  Falle  ist  5  einwertige  Funktion  von  Z,  und  da 
sie  als  algebraische  Funktion  von  Z  nur  zu  endlicher  Ord- 
nung und  nicht  unendlich  oft  unendlich  wird,  auch  rationale 
Funktion  von  Z.  —  Will  man  diesen  Fall  wirklich  kon- 
struieren, so  genügt  es,  für  Z  irgend  eine  Funktion  der 
Klasse  zu  nehmen  und  für  S  eine  rationale  Funktion  von  Z. 

Wir  kommen  nun  zur  Beantwortung  der  zweiten,  ein- 
gangs dieses  Paragraphen  gestellten  Frage,  ob  sich  irgend 
eine  Funktion  r  der  Klasse,  wie  durch  s  und  z,  so  auch 
durch  S  und  Z  rational  darstellen  lasse. 

Zur  Erledigung  dieser  Frage  interpolieren  wir  t  durch 
S  mit  Hilfe  der  Lagrange 'sehen  Interpolationsfonnel: 

'^  ^ '    .-^r  r  (S.,  Z)    t-s,' 

worin  Tj,  5^,  . . .  r^,,  S;,, . . .  t,,,  5,.  die  Werte  bezeichnen,  die 
T,  6'  in  V  Punkten  von  T  annehmen,  in  denen  Z  denselben 
Wert  besitzt.  Dieser  Ausdruck  q)  [t)  hat  nur  dann  einen 
wirklichen  Sinn,  wenn  '/'  (5,  Z)  nicht  für  jedes  Z  Null  wird, 
d.  h.  wenn  nur  ausnahmsweise  für  gewisse  Werte  von  Z 
zwei  oder  mehr  der  Werte  S^  ...  5,  einander  gleich  werden. 
Unter  dieser  Voraussetzung,    die,    wie   schon   bewiesen,    die 

Irreducibilität  von   '/  (*S,  Z)  =  0  nach  sich  zieht,  ist: 

(p  {Sy)  =  T.y,         für  X  ^  1,  2  ...  v. 

7* 
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Wir   untersuchen    nun   q-  {t)    als   Funktion   von   Z   und    als 
Funktion  des  willkürlichen  Parameters  t. 

1?)  Setzt  man,  der  Abkürzung  halber: 

_j_    V  {t,  Z)  _ 

^  —  "^'t  —  S'T'iS.Z)  —  ''-^' 
so  dafs 


r 


wird,  so  folgt:  q  ist  rational  in  -?  und  Z,  wird  also  nur  zu 
endlicher  Ordnung  und  nicht  unendlich  oft  unendlich.  Letzteres 
gilt  auch  von  der  Funktion  r  der  Klasse  und  daher  gleich- 
falls von  (7j  .  . .  ff,  und  von  (p  {t)  selbst. 

Bezeichnet  ferner  /  einen  Ringweg  in  der  Z-Ebene,  der 
«Sj  etwa  in  S;_  überführt,  so  wird  dabei  zugleich  r^  in  t;. 
übergeführt,  und  daher  o^  in  ff;..  Irgend  ein  ßingweg  in 
der  Z-Ebene  bringt  also  nur  eine  Permutation  der  Summanden 
ffj  . . .  ff,,  von  (p  {t)  hervor  und  führt  somit  cp  {t)  wieder  zu 
seinem  Anfangswerte  zurück,  d.  h.  (p  it)  ist  einwertige  Funktion 
von  Z,  und  da  sie  aufserdem  nur  zu  endlicher  Ordnung  und 
nicht  unendlich  oft  unendlich  wird,  rationale  Funktion  vonZ. 

29)  Aus 

T{t,  Z)  =  Q  .(t  —  s;) . .  .{t  —  s,) 

folgt:  q)  (t)  ist  ganze  Funktion  von  t,  und  als  solche  höchstens 
vom  Grade  v  —  1.  Zusammen  mit  dem  Umstände,  dafs  nach 
1 9)  qp  (t)  rationale  Funktion  von  Z  ist,  liefert  dies  für  cp  (t) 
den  Ausdruck: 


cp{t) 


M 


worin  L^, . . .  L^,^  M  ganze  Funktionen  von  Z  sind.     Gemäfs 
(p  (5^)  =  T^  ergeben  sich  hieraus  die  v  Formeln: 

-  -  A-^sr^+'-di^      (x  =  i,2...v), 


M 

welche  mit  der  einen  Gleichung 

■^  M 


§  1  i.    Eiufacb  und  mehrfach  zusammenhängende  Flachen.      l(jl 

ä(|uivalent  sind.  —  Mit  Hilfe  der  /wischen  -"^  und  7.  be- 
stellenden irredueibeln  (ileichung:  1'.')  liifst  sich  dieser  in  5 
panze,  in  A  rationale  Ausdruck  UIV)  in  einen  in  .S  und  Z  ratio- 
nalen Ausdruck  uiiit'ornien.  Nennen  wir  daher  zwei  Funktionen 
'S  und  Z  der  Klasse,  die  so  geartet  sind,  dafs  nicht  für  jeden 
Wert  der  einen  Funktion  Z  zwei  oder  mehr  der  entsprechen- 
den Werte  der  andern  Funktion  6'  einander  gleich  werden, 
gegenseitig  irreducibele  oder  irrationale  Funktionen 
der  Klasse,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

SälZ  lY")  Jede  Funktion  r  der  Klasse  läfst  sieh 
darstellen  als  rationale  Funktion  von  irgend 
zwei  gegenseitig  irredueibeln  Funktionen  *S,  Z 
der  Klasse. 

Aus  diesem  Satze,  der  eine  Erweiterung  von  Satz  111 V), 
§  12  ist,  ergiebt  sich  schliefslich  das  wichtige  Resultat: 

SfttzY")  Bezeichnend  undZirgend  zwei  gegenseitig 
irreducibelen  Funktionen  von  den  Ordnungen  jit 
und  V  aus  der  durch  die  irreducibele  Grund- 
gleichung F\s^z)  =  ^  definierten  Klasse  al- 
gebraischer   Funktionen,     so     sind     die     zwei 

S,  ^  J  =  0 

und  '/' v-S,  Z j  =  0  definierten  Funktionenklassen 
identisch. 

Auf  diesem  Satze   beruht   die  Theorie  der   birationalen 
Transformationen. 


§  14.    Einfach  und  mehrfach  zusammenhängende 

Flächen. 

Durch  Einführung  der  Fläche  T  haben  wir  uns  ein 
Gebiet  geschaffen,  innerhalb  dessen  jede  algebraische  Funktion 
T  der  Klasse  sich  wie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes 
verhält,  innerhalb  dessen  also  die  das  Studium  dieser 
Funktionen  erschwerende  Vieldeutigkeit  aufgehoben  ist.  Für 
das  Studium  der  Integrale  der  Funktionen  der  Klasse  ist 
damit  aber  noch  nicht  alles  Wünschenswerte  geleistet.  Läfst 
man  z.  ß.  die  Variabele  z  in  der  Fläche  T  einen  Ringweg  l 


102  li-  Die  Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T. 

beschreiben,  und  bildet  man  das  Integral  L^dz,  wo  die 
Integration  sich  in  positiver  Richtung  über  /  erstreckt,  so 
wird  der  Wert  dieses  Integrals  durch  die  Cauchy' sehen 
Residuensätze  über  einwertige  Funktionen  nur  dann  gegeben, 
wenn  aufserdem  feststeht,  dafs  /  ein  Stück  ^1  von  T  voll- 
ständig begrenzt,  d.  h,  so  begrenzt,  dafs  man  von  keinem 
Punkte  von  Ä  zu  irgend  einem  Punkte  des  übrig  bleibenden 
Restes  B  von  T  gelangen  kann,  ohne  den  Ringweg  l  zu 
überschreiten. 

Dafs  es  in  der  That  Ringwege  l  in  T  geben  kann,  die 
kein  Flächenstück  von  T  vollständig  begrenzen,  ist  leicht 
einzusehen.  Legt  man  nämlich  in  der  zweiblättrigeu  Fläche 
der  hyperelliptischeu  Funktionen  (Beisp.  19),  §  i€),  einen 
Riugweg  l  an,  der  ganz  im  Blatte  E^  verläuft  und  die  zwei 
Verzweigungspunkte  a  und  a^  umschliefst,  so  schliefst  dieser 
Ringweg  kein  Stück  von  T vollständig  ein;  denn  man  kann 
immer  noch  auf  einem  Wege,  der  /  nicht  überschreitet,  von 
irgend  einem  Punkte  innerhalb  l  nach  einem  beliebigen 
Punkte  in  E^  oder  E^  gelangen.  —  Bei  dieser  speziellen 
Fläche  Tsagt  uns  die  Anschauung  unmittelbar,  wann  ein  Ring- 
weg in  T  ein  Stück  von  T  vollständig  begrenzt,  und  wann 
nicht.  Bei  allgemeinen  Flächen  dagegen  ist  dies  nicht  mehr 
der  Fall;  dort  kann  uns  über  diese  Frage  die  Anschauung 
allein  nicht  mehr  Aufschlufs  geben.  Es  mufs  daher,  bevor 
wir  an  das  Studium  der  Integrale  der  Klasse  gehen,  eine 
allgemeine  Theorie  eingeschaltet  werden,  welche  diesen 
Mangel  an  Anschaulichkeit  bei  der  Fläche  T  wieder  gut 
macht.  Als  Resultat  dieser  Theorie  wdrd  sich  herausstellen, 
dafs  die  Fläche  T  durch  gewisse  in  ihr  anzulegende  Schnitte, 
sogenannte  Querschnitte,  stets  so  umgeformt  werden  kann, 
dafs  nach  Ausführung  dieser  Schnitte  jeder  Ringweg  ein 
Stück  der  Fläche  vollständig  begrenzt. 

Um  den  Gültigkeitskreis  der  im  Folgenden  abzuleitenden 
Resultate  nicht  unnötig  einzuschränken,  fassen  wir  zunächst 
ganz  allgemeine,  beliebig  gestaltete  Flächen  F  ins  Auge,  die 
nur  an  folgende  Voraussetzungen  gebunden  seien: 

lö)  sie  seien  zusammenhängend,  d.  h.  es  sei  möglich, 
von  irgend  einem  Punkte  von  F  zu  irgend  einem  anderen 
Punkte  von  F  zu  gelangen,  ohne  aus  der  Fläche  heraus- 
zutreten ; 
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2?)  sie  sek'n  bilateral,  il.  h.  sie  inöjjen  den  Kaum  so 
in  zwei  Teile  zerlejren.  dafs  es  unniög:lieh  ist,  aus  einem 
Teile  in  den  anderen  zu  grelanjren,  ohne  durch  die  Fläche 
hindurchzudrinfren  ; 

3V)  sie  iiiöfren  sich  nicht  länjrs  einer  Linie  in  mehrere 
Blätter  spalten  oder  is(dierte  Punkte  besitzen,  in  denen 
mehrere  Blätter  zusamnienhänjren. 

In  einer  solchen  Flüche  sind  drei  Arten  von  .Schnitten 
möglich : 

aV)  Punktschnitte:  Dieselben  entstehen,  wenn  man  in 
F  irgendwo  einen  Punkt  «  sich  herausgenommen  denkt; 
durch  einen  Punktschnitt  wird  F  eine  geschlossene  Rand- 
kurve erteilt.  Wir  werden  im  Folgenden  dann  noch  von 
einem  Punktschnitte  sprechen,  wenn  wir  von  a  aus  nach 
verschiedenen  Seiten  hin  Schnitte  ziehen,  die  sich  nicht 
schliefsen  (Fig.  22,  No.  1  und  2);  immer  aber  wird  der  Fläche 
F  durch  einen  Punktschnitt  eine  geschlossene  Randkurve 
erteilt. 


Fig.  22. 


b'?)  Rückkehrschnitte:  Ein  solcher  Schnitt  entsteht, 
wenn  man  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehend,  in  F 
«inen  Schnitt  anlegt,  der  zu  seinem  Ausgangspunkte  zurück- 
kehrt. Ein  Rückkehrschnitt  erteilt  F  zwei  geschlossene 
Kandkurven,  die  zwei  Ränder  des  Schnittes  (Fig.  22,  No.  3). 
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c?)  Querschnitte:  Dieselben  entstehen,  wenn  man  von 
einem  Punkte  einer  Randkurve  von  F  aus  einen  Schnitt 
führt,  der  wieder  in  einem  Punkte  einer  Randkurve  von  F 
endigt.  Ein  Querschnitt  ist  also  nur  mög-lich,  wenn  F 
bereits  mindestens  eine  Randkurve  besitzt.  Es  giebt  drei 
Arten  von  Querschnitten: 

a?)  Anfangs-  und  Endpunkt  des  Querschnittes  liegen  auf 
einer  und  derselben  Randkurve  (Fig.  22,  No.  4  und  5).  Ein 
solcher  Schnitt  vermehrt  die  Anzahl  der  Randkurven  von 
F  um  1. 

/??)  Der  Querschnitt  geht  von  einem  Punkte  einer 
Randkurve  von  F  aus  und  endigt  in  sich  selbst  (Fig.  22, 
No.  6).  Ein  solcher  Schnitt  vermehrt  ebenfalls  die  Anzahl 
der  Randkurven  von  F  um  1. 

y?)  Der  Querschnitt  Q  geht  von  einem  Punkte  einer 
Randkurve  r  aus  und  endigt  in  einem  Punkte  einer  anderen 
Randkurve  r'  (Fig.  22,  No.  7?).  Ein  solcher  Schnitt  ver- 
mindert die  Anzahl  der  Randkurven  von  F  mn.  1,  da  jetzt 
r,  Q,  r'  nur  mehr  eine  Randkurve  bilden.  Wie  leicht  ein- 
zusehen, wird  F  durch  einen  Querschnitt  dieser  Art  nie  ia 
Stücke  zerlegt.  —  Wir  werden  einen  solchen  Querschnitt  im 
Folgenden  stets  mit  Q_],  die  Querschnitte  der  zwei  ersten 
Arten  mit  Q_|_i  bezeichnen.  Ein  Q_i  zusammen  mit  einem 
Rückkehrschnitt  bildet  einen  Qj^\. 

Werden  in  F  mehrere  Querschnitte  hintereinander  an- 
gelegt, so  ist  festzuhalten,  dafs  beim  Ziehen  eines  Quer- 
schnittes die  früher  angelegten  Querschnitte,  ebenso  wie  die 
bereits  ausgeführten  Teile  des  Querschnittes  selbst  als  zur 
Begrenzung  gehörig  zu  nehmen  sind.  Ein  folgender  Quer- 
schnitt kann  also  in  einem  Punkte  eines  früheren  anfangen, 
und  auch  endigen,  oder  auch  in  sich  selbst  zurückkehren. 
Stets  aber  endigt  ein  Querschnitt,  sobald  er  einen  schon 
bestehenden  Rand  von  F  trifft.  Der  in  einem  Zuge  angelegte 
Schnitt  8  —  9  in  Fig.  22  ist  daher  als  aus  den  zwei  Quer- 
schnitten ah,  cd  bestehend  anzusehen. 

Wir  untersuchen  nun,  welches  der  Einflufs  der  eben 
besprochenen  Schnitte  auf  eine  Fläche  F  von  den  oben  an- 
gegebenen Eigenschaften  ist.  —  Von  besonderem  Interesse 
sind  dabei  für  uns  jene  Flächen  F,  in  denen  durch  jeden 
Ringweg  ein  Stück  von  F  vollständig  begrenzt  wird.   Solehe 
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dem 


dem 


Flüchen  heifsen.  iiacli  Kiemaiin,  cinfacli  /.usaiiinien- 
hänjrend;  FliU'heii,  bei  denen  dies  nicht  der  l''all  ist,  heifsen 
mehrfach  zusaninienhänjreud.  Einlach  /usaninicniiänj^end 
ist  z.  B.  die  Fläche  eines  Kreises,  die  Fläche  eines  Rechtecks, 
allgemein  jede  ebene  Fläche,  deren  Begrenzung  aus  einem 
sich  selbst  nicht  schneidenden 
Linienzug  besteht,  ferner  so- 
genannte geschlossene  Flächen, 
wie  die  Oberfläche  einer  Kugel, 
eines  Ellipsoids,  u.  s.  w.  Mehr- 
fach zusammenhängend  ist  z.  B. 
die  zwischen  den  zwei  Kreisen 
K  und  A'j  in  Fig.  23  liegende 
Ringfläche;  denn  ein  den  Kreis 
K  umschliefsender  Ringweg  / 
bildet  nicht  für  sich  allein 
die  vollständige  Begrenzung 
eines  Stückes  der  Ringfläche, 
sondern  erst  zusammen  mit 
Kreise  Ä', .  Ebenso  ist  die  Mantelfläche  eines  Cylinders, 
eines  Kegels,  die  Oberfläche  eines  ringförmigen  Wulstes 
mehrfach  zusammen  hängend. 

Für  einfach  zusammenhängende  Flächen  gelten  folgende 
Sätze : 

SfttZ  I')  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
wird  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  voll- 
ständig getrennte  Teile  zerlegt, 

und  umgekehrt: 

Wird  eine  Fläche  F  durch  jeden  Querschnitt 
in  zwei  völlig  getrennte  Teile  zerlegt,  so  ist 
sie  einfach  zusammenhängend. 

Beweis :  1 9)  Angenommen,  ein  Querschnitt  Q  zerstückele 
F  nicht;  dann  läfst  sich  ein  (^-i  anlegen,  der  von  einem 
Punkte  et  auf  dem  einen  Rande  von  Q  zu  dem  et  auf  dem 
andern  Rande  gegenüberliegenden  Punkte  ß  führt.  Durch 
Anlegen  dieses  Q- 1  wird  F  nicht  zerstückelt ;  F  bleibt  also 
auch  zusammenhängend,  wenn  man  den  Schnitt  Q  wieder 
löscht.   Thut  man  das,  so  geht  Q_  i  über  in  einen  Rückkehr- 


106  Jfl-  Die  Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T. 

schnitt,  der  F  nicht  zerstückelt,   und   dies   widerspricht  der 
Voraussetzung-,  dafs  F  einfach  zusammenhängend  sei. 

29)  Angenommen,  die  Fläche  F^  die  durch  jeden  Quer- 
schnitt zerstückelt  wird,  werde  durch  einen  Rückkehrschnitt 
R  nicht  in  Stücke  zerlegt;  dann  läfst  sich  in  F  ein  Q_i 
anlegen,  der  von  R  nach  dem  Rande  von  F  geht,  und  F 
nicht  zerstückelt.  Dieser  iQ_i  bildet  dann  mit  R  zusammen 
einen  Q_|_i,  der  F  nicht  zerstückelt,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dafs  wir  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  auch  wie  folgt  definieren  können : 

DcflnitiOni  Eine  Fläche  F  heifst  einfach  zusammen- 
hängend, wenn  sie  durch  jeden  Querschnitt  in 
Stücke  zerlegt  wird. 

Diese  Definition  legen  wir  von  hier  an  zugleich  mit  der 
früher  gegebenen  zu  Grunde.  —  Es  gelten  die  weiteren  Sätze: 

Satz  11*^)  Jede  einfach  zusammenhängende  Fläche 
hat  nur  eine  Randkurve. 

Beweis:  Besäfse  F  zwei  Randkurven,  so  liefse  sich 
zwischen  ihnen  ein  Q-i  anlegen,  der  F  nicht  zerstückelt, 
was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dafs  F  einfach  zusammen- 
hängend ist. 

SfttZ  in^l  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  i^ 
wird  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  einfach 
zusammenhängende  Teile  zerlegt, 

und  umgekehrt: 

wird  F  durch  einen  Querschnitt  in  zwei  ein- 
fach zusammenhängende  Teile  zerlegt,  so  ist 
F  einfach  zusammenhängend. 

Beweis :  1  ?)  In  F,  das  nach  Voraussetzung  einfach 
zusammenhängend  ist,  bildet  jeder  Ringweg  für  sich  allein 
die  vollständige  Begrenzung  eines  Flächeustücks ;  dasselbe 
gilt  also  auch  von  jedem  Ringweg,  der  ganz  innerhalb  eines 
der  zwei  Stücke  A^,  A^  verläuft,  in  die  i^  durch  einen  be- 
stimmten Querschnitt  zerlegt  wird. 

29)  In  F  denken  wir  uns  neben  dem  Querschnitte  Q, 
der  F  in    zwei    einfach   zusammenhängende  Stücke   zerlegt, 
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noch  einen  zweiten  Querschnitt  (^'  aufgelegt.  Für  die  Zer- 
fiillunf:  von  F  ist  es  dann  2:an/,  ijleielijrUltiir.  ol)  wir  in  F 
zuerst  <^  und  hierauf  (/,  oder  zuerst  (/  und  dann  Q 
anlegen. 

Im  ersten  Falle  zerfällt  F,  nach  dem  ersten  Teile  dieses 
Satzes,  in 

3  +  x 

einfach  zusanimeuhängende  Teile,  wo  z  =  1  oder  0  ist,  je 
nachdem  Q'  den  Querschnitt  Q  schneidet  oder  nicht. 

Im  zweiten  Falle  zerlegt  Q'  die  Fläche  F  in  höchstens 
zwei,  d.  h.  in  l  -\-  l  Teile  {1  =  0  oder  1),  von  denen  jedoch 
nicht  feststeht,  ob  sie  einfach  zusammenhängend  sind  oder 
nicht.  Legt  man  hierauf  Q  an,  so  ist  Q  gleichbedeutend 
mit  1  +  ^  Querschnitten,  zerlegt  also  F  in  höchstens 
1  -|-  A  -f-  1  -|-  z,  oder  genau  in 

1  +  /.  +  1  +  X  —  /f  =  2  -I-  ;.  -f-  z  —  itf 

Teile,  wo  ftir  /.  die  Werte  0  und  1,  für  //  die  Werte 
0,  1,  2  in  Aussicht  zu  nehmen  sind.  Da  diese  Teile  mit 
den  auf  dem  ersten  Wege  erhaltenen  3  -|-  z  einfach  zu- 
sammenhängenden Teilen  identisch  sind,  müssen  auch  sie 
einfach  zusammenhängend  sein  und  es  ist 

3  +  z  =  2-[-/.  +  z-^., 
d.h.     1  =  Ä  —  (.1. 

Letzteres  ist  aber  nur  möglich,  wenn  A  =  1,  /ti  ^=0  ist,  d.  h. 
wenn  der  beliebig  angelegte  Querschnitt  Q'  die  Fläche  F 
in  zwei  Teile  zerlegt.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Der  zweite  Teil  des  eben  bewiesenen  Satzes  läfst  sich 
auch  wie  folgt  aussprechen: 

SSltZ  lila.)  Heftet  man  zwei  einfach  zusammen- 
hängende Flächen  so  aneinander,  dafs  durch 
Zerschneiden  dieser  Heftiingen  ein  einziger 
Querschnitt  entsteht,  so  erhält  man  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche. 

In  dieser  Form  werden  wir  den  Satz  III'?)  im  nächsten 
Paragraphen  anwenden. 
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Satz  lY)  Jede  einfach  zusammenhängende  Fläche 
F  wird  durch  n  aufeinanderfolgende  Quer- 
schnitte in  n-\-l  einfach  zusammenhängende 
Teile  zerlegt, 

und  umgekehrt: 

Zerfällt  eine  Fläche  F  durch  n  aufeinander- 
folgende Querschnitte  in  n -j- 1  einfach  zu- 
sammenhängende Teile,  so  ist  sie  selbst  ein- 
fach zusammenhängend. 

Beweis:  l*^)  Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  w-malige 
Anwendung  des  Satzes  III ?)!?). 

2?)  Der  Beweis  wird  in  ähnlicher  Weise  geführt,  wie 
bei  Satz  3  ?)  2  ?).  —  Wir  denken  uns  aufser  den  n  Quer- 
schnitten <Qi  . . .  Qn  noch  einen  weiteren,  beliebigen  Quer- 
schnitt Q'  in  F  angelegt.  Für  das  Schlufsresultat,  d.  h. 
für  die  Natur  und  Zahl  der  schliefslich  in  F  entstehenden 
Stücke  ist  es  dann  gleichgültig,  ob  zuerst  Q^  . .  .  Qn  angelegt 
werden  und  hierauf  Q',  oder  umgekehrt  zuerst  Q'  und  dann 
Q,...Qn. 

Legt  man  den  Querschnitt  Q'  zuletzt  an,  so  ist  er, 
wenn  er  Q^ . . .  Qn  v-mal  trifft,  für  1  -\-  v  Querschnitte  zu 
zählen.  Durch  die  in  der  Reihenfolge  Q^  . . .  Qn,  Q'  an- 
gelegten Querschnitte  zerfällt  also  F  in 

n-\-  1  +  1+1' 

einfach  zusammenhängende  Teile.  Legt  man  zuerst  Q'  in 
F  an,  so  wird  F  zerlegt  in 

1  +  A         (^  =  0  oder  1) 

Teile,  von  denen  wir  nicht  wissen,  ob  sie  einfach  zusammen- 
hängend sind  oder  nicht.  Legt  man  dann  weiter  Q^  . .  .Qn 
an,  so  sind  diese  n  Schnitte  für 

n  -\-  V 

Querschnitte  zu  zählen,  zerlegen  also  schliefslich  F  in  höchstens 

1  +  A  +  n  +  ^, 
oder  genauer  in 

1  -\-  l  -^  n-^  V  —  fj. 
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Teile,  wobei  u  einen  der  Werte  0,  1,  2,  ...»  -|-  v  besitzt. 
Diese  7'eile  sind  identisch  mit  den  auf  dem  ersten  We^e 
erhaltenen  n -|- 1 -j- 1 -|- v  einfach  zusamnienliiiiio:enden  Teilen, 
und  es  ist  daher 

7»  +  lH-l  +  v=l+A  +  n  +  v^/., 

oder  l-=  k  —  // . 

Letztere  Gleichung  kann,  zufolge  der  für  ).  und  /n  zulässigen 
Werte,  nur  erfüllt  sein,  wenn  A  =  1,  f.i^  0  ist,  d.  h.  wenn 
der  beliebige  Querschnitt  Q'  die  Fläche  F  in  zwei  Teile 
zerlegt.     F  ist  also  einfach  zusammenhängend,  w.  z.  b.  w. 

Satz  Y")  Verwandelt  ein  Qu  erschnittsyst  eni 
eine  Fläche  F  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende, so  macht  jedes  andere  Quer- 
schnittsystem von  gleich  vielen  Quer- 
schnitten, das  F  nicht  zerstückelt,  F 
ebenfalls  einfach  zusammenhängend. 

Beweis :  Es  sei  Qi  . . .  Qn  ein  Querschnittsystem,  das  F 

einfach  zusammenhängend  macht, 

Q[. ..  Q'„  ein  Querschuittsystem,  das  F 
nicht  zerstückelt. 

Trifft  das  System  Q[  .  . .  Qn  x-mal  das  System  Q,  . . .  Q„, 
so  wird  F,  wenn  man  zuerst  Q^  .  .  .  Q,i  und  dann  Q[  . .  .  Qn 
ausfuhrt,  in 

1  +  n  +  X 

einfach  zusammenhängende  Teile  zerlegt.  —  Führt  man 
zuerst  Q[ . . .  Qn  und  hierauf  Qi  •  •  •  Qu  aus,  so  zerfällt  F 
in  dieselben  1  -]-  n  -|-  x  einfach  zusammenhängende  Teile. 
Nach  Anlegung  von  Ql .. . Qn  zählt  aber  das  System  Q^  ...Qn 
für  n  -\-  X  Querschnitte.  Die  Fläche  F  wird  daher  durch 
Q' . . .  Qn  in  eine  Fläche  F^  verwandelt,  die  durch  n  -\-  x 
Querschnitte  in  1  -|-  w  -|-  x  einfach  zusammenhängende  Teile 
zerlegt  wird;  F^  ist  also,  nach  Satz  IV?)  einfach  zusammen- 
hängend, w.  z.  b.  w. 

SEtZ  ¥1*?)  Läfst  sich  eine  Fläche  F  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  verwandeln,  so 
ist    die    Anzahl    der    Querschnitte,    durch 


110  II.  Die  Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T. 

welche  dies  erreicht  werden  kann,  eine 
für  diese  Fläche  unveränderliche,  kon- 
stante Z  ahl. 

Beweis:  Angenommen,  F  werde  einfach  zusammen- 
hängend gemacht 

1?)  durch  Q, ...  Qn, 

Nach  dem  vorigen  Satze  müssen  dann  schon  Q[.  . .  Qn •  die 
F  sicher  nicht  zerstückeln.  F  einfach  zusammenhängend 
machen;  F  würde  also  einfach  zusammenhängend 

1?)  durch  Ql...Qn, 

d.  h.  in  der  durch  Q[. . .  Qn  einfach  zusammenhängend  ge- 
machten Fläche  wäre  noch  v  (^  1)  Querschnitte  möglich, 
die  diese  Fläche  nicht  zerstückeln.  Dies  steht  in  Wider- 
spruch mit  der  Definition  der  einfach  zusammenhängenden 
Flächen ;  v  mufs  also  =  0  sein,  w.  z.  b.  w. 

Die  für  eine  gegebene  Fläche  F  konstante  Anzahl  von 
Querschnitten,  durch  welche  diese  Fläche  einfach  zusammen- 
hängend gemacht  wird,  spielt  eine  fundamentale  Rolle  in  den 
Ausführungen  der  folgenden  Paragraphen. 

Wir  wenden  zunächst  die  vorhergehenden  Sätze  auf  die 
Riemann'sche  Fläche  T  an. 
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Fläche  T. 

Wir  weisen  zunächst  nach,  dafs  T  sich  durch  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ver- 
wandeln läfst. 

Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  T  entstanden  durch 
Zusammenheftung  der  n  Blätter  E^  . .  .  E^  längs  Schnitten, 
die  strahlenförmig  von  n  in  den  n  Blättern  E^  . . .  E^  über- 
einander liegenden  Punkten  P^  . . .  Fn  nach  den  Verzweigungs- 
punkten von  5  laufen;  ist  hierbei  ein  Verzweigungspunkt  a» 
von  s  kein  Verzweigungspunkt  für  die  Wurzel  s^,,  deren 
Wertvorrat  im  Blatte  Ey  ausgebreitet  liegt,  so  geht  in  E^ 
kein  Schnitt  von  P,,  nach  a,-. 
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Die  so  entstaiuleiR'  Fläche  T  liat  keine  Kaiulkurve; 
QuiTsehnitte  lassen  sich  daher  in  ihr  V(»r  der  Hand  nicht 
anlejren.  l'ni  das  Anlegen  von  Querschnitten  zu  erniöfjlichen,. 
punktieren  wir  die  Fläche  7\  d.  h.  wir  führen  i?i  ihr  eine 
An/ahl  von  l'unktschnitten  aus,  und  zwar  hehen  wir  folgende 
Punkte  heraus: 

l?j  die  «Punkte  /',...  P^ ...  P„, 

2?)  sämtliche  Verzweigungspunkte  von   T. 

Hängen  dattei  in  einem  Verzweigungspunkte  v  Blätter 
von  T  zusammen,  so  denken  wir  uns  diesen  Verzweigungs- 
punkt herausgehoben  durch  einen  Schnitt,  der  diese  n  Blätter 
durchsetzt.  Bezeichnet  also  r  die  Anzalil  der  Verzweigungs- 
punkte, so  besitzt  1\  nach  Ausführung  der  erwähnten  Punkt- 
schnitte, n  -f-  r  geschlossene  Randkurveu. 

Li  der  nunmehr  punktierten  Fläche  T  heben  wir  jetzt 
die  Heftungen  der  Blätter  längs  der  Strahlen  von  /',...  P„ 
nach  den  Verzweigungspunkten  wieder  auf,  indem  wir  in 
jedem  Blatte  Ey  von  l'y  aus  Schnitte  ziehen  nach  den  Ver- 
zweigungspunkten, an  denen  dieses  Blatt  teilnimmt.  Die 
Anzahl  dieser  Schnitte  ist,  wenn  allgemein  v  die  Ordnung 
eines  Verzweigungspunktes  bedeutet,  gleich  Iv^  die  Summation 
über  alle  Verzweigungspunkte  ausgestreckt  gedacht.  Durch 
diese  Iv  Querschnitte  wird  jeder  Zusammenhang  zwischen 
den  n  Blättern  von  T  aufgehoben,  T  zerfällt  in  n  Stücke 
E[ . . .  E'y  . . .  En,  und  diese  Stücke  sind  einfach  zusammen- 
hängend. Es  ist  nämlich  z.  B.  E^  nichts  anderes  als  das 
Blatt  Ey  mit  einem  Punktschnitt,  der  von  P^  ausgeht  und 
Zweige  nach  den  Verzweigungspunkten  ausschickt,  in  denen 
Ey_  mit  andern  Blättern  zusammenhing.  Von  den  Iv  Quer- 
schnitten lassen  sich  aber  irgend  welche  n-\~  v  —  1  auffassen 
als  Q_  1 ,  welche  die  Ränder  der  7i  -\-v  ursprünglichen  Punkt- 
schnitte zu  einer  geschlossenen  Randkurve  vereinigen.  Die 
tibrigen 

zerlegen  T  in  die  erwähnten  n  einfach  zusammenhängenden 
Stücke  E^...  E;. 

Es  ist  nun  leicht,  diese  Stücke  wieder  so  zusammen- 
zuheften, dafs  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ent- 
steht.    Ist  z,  B.  längs   des   Schnittes    Qy,i   von   Fy,  nach  a,- 
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die    Zuordnung:    der  Wurzeln    von    F  =0    durch  die    Sub- 
stitution : 


\ij  t^      .     .     .     f.     .     .     .     %y^/ 


gegeben,  so  hefte  man  längs  Qy,^  t :  E'^  an  E'.  Gemäfs 
Satz  nia?)  des  vorigen  Paragraphen  bilden  dann  E'^  und  E[ 
ein  einziges  einfach  zusammenhängendes  Flächeustück  E^^. 
An  dieses  Stück  lassen  sich  durch  n  —  2  weitere,  geeignete 
Heftuugen  sämtliche  übrigen  n  —  2  einfach  zusammenhängen- 
den Stücke  E'  so  anschliefsen,  dafs  ein  einfach  zusammen- 
hängendes Stück  £'i',2,...n  entsteht.  Ist  dies  ausgeführt,  so 
ist  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt. 
Die  Anzahl  q  der  Querschnitte,  die  in  dieser  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  liegen,  d.  h.  die  Anzahl  der  Quer- 
schnitte, durch  welche  T  einfach  zusammenhängend  geworden 
ist,  ist  gleich  der  Zahl  Ir  der  ursprünglich  angelegten 
Schnitte,  vermindert  um  diejenigen  n-\-v  —  1  Schnitte,  die 
dazu  gedient  haben,  die  Ränder  der  n-\-  v  Punktschnitte  zu 
einer  geschlossenen  Randkurve  zu  vereinigen,  vermindert 
weiter  um  die  n  —  1  Schnitte,  die  beim  Zusammenheften  von 
E[.  . .  El^  wieder  aufgehoben  worden  sind.     Es  ist  daher 

q  =  Iv  —  {:n^v  —  \)  —  {n  —  l)  =  Iv  —  v  —  2{n  —  l)^ 

oder,  wenn  ^^^^  berücksichtigen,  dafs  v  ebensoviel  Einheiten 
enthält,  als  Iv  Summanden : 

1?)  q  =  I{v—l)  —  2{n—\). 

Nachdem  so  nachgewiesen  ist,  dafs  T  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden  kann,  leiten 
wir  im  Anschlufs  an  Riemann  (Ges.  Werke,  pag.  122 — 123) 
ein  sehr  übersichtliches  Querschnittssystem  ab,  das  zu  dem- 
selben Ziele  führt,  und  bei  dessen  Einführung  die  arith- 
metische Natur  von  q  sich  aufs  deutlichste  offenbart.  Wir 
werden  dieses  System  späterhin  immer  benutzen  und  nennen 
es  das  kanonische  Querschnittssystem  der  Fläche  T. 

Die  Fläche  T  besitzt  als  solche  keine  Begrenzung.  Um 
in  ihr  Querschnitte  anlegen  zu  können,  erteilen  wir  ihr 
durch  einen  sonst  beliebig  gestalteten  Punktschnitt  P  eine 
geschlossene  Randkurve. 


§15.    Anweinluni:  des  Vori-ren  auf  die  Rieinann'sclie  Fläche  '/.     113 

Ist  dadurch  1  oiiit'ach  /iisaimiicidiänfrond  geworden,  so 
ist  </ =  0,  also  iMiic  ircrade  Zahl. —  Ist  7'  noch  nicht  ein- 
fach ziisan)nu'nhiiu^ond,  so  liil'st  .sich  in  ihr  ein  liiickkohr- 
schnitt  ü^  anlegen,  der  7  nicht  zerstückelt ;  nach  Anleji:ung 
von  a,  hat  dann  T  drei  liandkurveu,  die  zwei  Känder  von 
a,  und  den  Kand  des  runktschnittes  P.  Diese  drei  Kand- 
kurven  lassen  sich  durch  zwei  geeignete  Q^^  zu  einer  ge- 
schlossenen Haiidkurve  vereinigen;  als  solche  ^^_i  wählen 
wir,  einmal  einen  Querschnitt  h^,  der  zwei  an  den  Rändern 
von  «,  einander  gegentiber  liegenden  Tunkte  verbindet,  und 
dann  einen  Schnitt,  der  den  Rand  von  P  mit  dem  Kreuzungs- 
ponkte  von  a,  und  /',  verbindet.  Da  die  zwei  Schnitte  a^ 
und  '■,  zusammen  einen  Qj^^  von  I'  aus  bilden,  so  können 
wir  auch  sagen:  wir  haben  bis  jetzt  in  T  im  ganzen  zwei 
Querschnitte,  einen  Q-^x  und  einen  Q-\.  Ist  dadurch  T 
einfach  zusannnenhängend  geworden,  so  ist  ^  =  2,  also 
wieder  eine  gerade  Zahl. 

Ist  T  noch  nicht  einfach  zusanmienhängend,  so  lassen 
sich  zwei  weitere  Schnitte  Q^-i  und  (>_i  anlegen,  genau 
wie  vorhin.  Ist  dann  T  einfach  zusammenhängend,  so 
ist  ^  =  4. 

Ist  T  noch  nicht  einfach  zusammenhängend,  so  setzt 
sich  dieses  Verfahren  fort,  jedoch  nicht  bis  ins  Unendliche, 
da  q  durch  die  Gleichung  1?)  bestimmt  ist.  —  Auf  jeden 
Fall  aber  ergiebt  sich :  die  Anzahl  q  der  Querschnitte,  durch 
welche  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ver- 
wandelt werden  kann,  ist  eine  gerade.  Setzen  wir  daher 
q  =  2p,  so  ist 

2?)  2p=I{v—l)  —  2{n  —  l). 

Ist  umgekehrt  die  Zahl  p  ermittelt  auf  Grund  der 
Gleichung  2?),  so  liefern  die  vorigen  Betrachtungen  ein  ein- 
faches Querschnittssystem,  um  T  einfach  zusammenhängend 
zu  machen. 

In  T  legen  wir  p  Rüekkehrschnitte  a^,  a^  . . .  a^  an,  die 
T  nicht  zerstückeln,  und  p  Querschnitte  i^,  h^,  . . .  bp  von  der 
Art  eines  Q_i.  genau  wie  vorhin,  zu  jedem  a  einen;  auch 
diese  zerstückeln  T  nicht.  Ziehen  wir  dann  noch  von  irgend 
einem  nichtsingulären  Punkte  P  von  T  aus  Schnitte  c^  . . .  Cp 
nach  den  Kreuzungsstellen  der  Querschnittpaare,  a^,  h^,  ...ap,  bp, 

Landfriedt,    Theorie  d.  algebr.  Fan1%t.  8 
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(siehe  Fig.  24),  so  wird  T  durch  die  Gesamtheit  dieser  Schnitte 
in  eine  einfach  zusammenhäng:ende  Fläche  verwandelt,  die 
wir  von  hier  ab  stets  mit   T'  bezeichnen. 

Jeder  der  3  p  Schnitte  a,  . . .  a^,  b^  .  .  .b^^  c^  . . .  Cp  be- 
sitzt 2  Ränder,  die  wir,  wie  die  Figur  angiebt,  als  -|-  Rand 
und  —  Rand  unterscheiden,  und  die  Gesamtheit  dieser 
6p  Ränder  bildet  eine  geschlossene  Randkurve,  die  Be- 
grenzung der  Fläche  T'.  Die  in  der  Figur  eingetragenen 
Pfeile  zeigen  an,  wie  diese  geschlossene  Randkurve  bei 
einem  positiven  Umlauf  um  T'  zu  durchlaufen  ist. 


frj 


Fig.  24. 

In  speziellen  Fällen,  z.  B.  bei  der  Fläche  der  hyper- 
elliptischen Funktionen,  lassen  sich  die  Schnitte  c^  . . .  Cp  auch 
in  einfacherer  Weise  anlegen,  als  vorhin  angegeben.  Da 
diese  Schnitte  (•  übrigens  bei  den  meisten  späteren  Unter- 
suchungen fast  gar  keine  Rolle  spielen,  so  werden  sie  oft 
bei  der  Anlage  eines  kanonischen  Querschnittssystems  in  der 
Figur  nicht  eingetragen. 

An  die  Gleichung  2V)  schliefst  sich  noch  eine  Be- 
merkung an. 

Sind  alle  Verzweigungspunkte  von  T  einfache  Ver- 
zweigungspunkte, so  ist  jedesmal  v  =  2,  d.  h.  y  —  1  =  1 ;  I{v—1) 


§  16.   Beispiele  zum  Vorhergehenden.  115 

ist  dann  glt-ich  der  Anzahl  r  aller  Verz\vei^'ung:s])uuk.te.  und 

es  gilt  die  Heziehuiiir: 

3?)  •2p  =  v  —  2(n—l), 

aus  der  ^vi(•d(•r,  wie  aus  4'.')  §  10,  fol^rt,  dafs  v  eine  jrcrade 
Zahl  ist.  Denkt  man  sieh  übrigens,  wenn  Verzweijrungs- 
j)unkte  höherer  Ordnunir  »'  vorkommen,  jeden  solchen  Ver- 
zweigungspunkt gemäls  Satz  III?)  §  11,  in  v — 1  mit  ihm 
äquivalente  einfache  Verzweigungspunkte  aufgelöst,  so  können 
wir  auch  sagen:  die  Beziehung  oVi  gilt  allgemein, 
wofern  die  Verzweigungspunkte  (nach  Satz  ILI?)  §11) 
richtig  gezählt  werden. 

Die  in  den  Beziehungen  2?)  und  3V)  auftretende,  für 
eine  gegebene  Riemann'sche  Fläche  T  konstante  Zahl  p 
heifst     das     Creschlecht     der     Fläche     7'    oder     der 

Gleichung  F\s,  :)  =  0,  zu  der  T  gehört.  Sie  wird  in 
allen  weiteren  Untersuchungen  eine  fundamentale  Rolle  spielen. 
In  den  folgenden  Entwickelungen  dieses  Werkes  be- 
schränken wir  uns  durchweg  auf  den  Fall  von  nur  einfachen 
Verzweigungspunkten.  Unter  dieser  Annahme*)  gilt  neben 
der  obigen  Beziehung  3V)  auch  die  Gleichung  4?),  §  10 

4?)  v  =  2m{n  —  l)  —  2r. 

Eliminiert  man  v  zwischen  3?)  und  4?),  so  erhält  man  die 
weitere  Beziehung: 

5?)  p  =  {m—l){n—l)  —  r, 

von  der  wir  wiederholt  w^erden  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Die  in  4'.')  und  5V)  vorkommende  Gröfse  r  bezeichnet  die 
Anzahl  der  Doppelpunkte  von  s,  ohne  Verzweigung. 
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Beispiel  l*;*)    Es  sei 

8^=A.{z  —  a)  [z  —  h). 

Die  zugehörige  Fläche  T  ist  zweiblättrig  (w  =  2)  nnd  hat 
zwei  einfache  Verzweigungspunkte  in  ^  ^  a  und  z  =  b.  Es 
ist  daher 

2p  =  2  —  2  (2  —  1)  =  0,  d.h.  p  =  0. 

*)  Über  die  Berechtigung  dieser  Annahme  siehe  Kap.  V,  Trans- 
formationstheorie. 

8* 


116 


II.  Die  Riemann'sche  Verzweigungsfläche  T. 


Die  Fläche  ist  also  bereits  nach  Anlegung  des  Verzweigungg- 
sehnittes  von  a  nach  h  einfach  zusammenhängend.  Jeder 
geschlossene  Weg  in  T  ist  die  vollständige  Begrenzung  eines 
Flächenstuckes.  Da  keine  Querschnitte  anzulegen  sind,  können 
wir  auch  von  einem  Punktschuitte  absehen. 


Beispiel  2°)   Es  sei 


(Beispiel  H?)  §  4). 


Die  zugehörige  Fläche   T  ist   zvreiblättrig  {n  =  2)   und  hat 
vier  einfache  Verzweigungspunkte  in  A  {z  =  a),  B{z  =  a  a), 

1         i      — 

C(r  =  a  .  «")  und  c  =  oo  (a  = ^  -f  —  /3).     Es  ist  daher 

Ji  Li 

2^)  =  4  —  2  (2  —  1)  =  2,  d.  h.  7>  =  1. 


Fig.  25  a. 


Fig.  25  b. 


Die  Fläche  T  wird  einfach  zusammenhängend  durch 
ein  Querschnittpaar  (a,  6),  das  T  nicht  zerstückelt.  Die 
Figuren  25  a  und  25  b  geben  zwei  verschiedene  Anord- 
nungen dieses  Querschnittpaares;    die    Schnitte    in  E^    sind 


§  16.    Beispiele  zum  Vorhergehenden. 
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dabei  durch  ausgezogene,  die  in  E^  durch  gestrichelte 
Linien    markiert.*) 

Beispiel  3?)   Es  sei 

s^=X{z  —  «)  {z  —  ß)  [z  —  y)  {z  —  ö). 

Hierin  ist  n  =  2,  v  =  4,  und  daher 

2p  =  4  —  2  (2  —  1)  =  2,  d.  h.  p  r=  l. 

Das  Querschnittpaar  {a,  b),  das  die  Fläche  T  einfach  zu- 
sammenhängend macht,  läfst  sich  verschiedenartig  anlegen, 
wie  die  Figuren  26  a,  26  b    und  26  c  zeigen,    in    denen   die 


Fii,'.  J6a. 


Fig.  26  b. 


Fig.  26  c. 


*)  Von  hier  ab  sind  die  zwei  Ränder  der  Querschnitte  nicht  mehr 
getrennt  gezeichnet,  sondern  durch  das  +,  resp.  —  Zeichen  an  dem 
betreffenden  Querschnitte  kenntlich  gemacht. 
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Schnitte  in  E^  wieder  durch  ausgezogene,  die  in  E,^  durch 
gestrichelte  Linien  markiert  sind. 

Beispiel  4?)    Es  sei 

§2=  (-  a)    (C  —  «j)   .  .   .    (^  «2g  +i). 

Hier  ist  n  =  2,  r  =  2  ^  -|-  2,  und  daher 

2p  =  2g  +  2  —  2  (2  —  1)  =  2q,  d.  h.  p  =  q. 

Die  Figuren  27  a  und  27  b  zeigen  zwei  verschiedene  An- 
ordnungen der  TP  =  q  Querschnittpaare  (a,  6),  wobei  zugleich 
die  p  Schnitte  c^  .  . .  Cp  durch  p  —  1  wieder  mit  e^  . . .  Cp  _  i 
bezeichnete  Schnitte  so  ersetzt  sind,  dafs  allgemein  Cy  den 
Kreuzungspunkt  des  Paares  (a^,,  hy)  mit  dem  des  Paares 
(a^,  _l_  1 ,  hy_^  i)  verbindet. 


Fig.  27  a. 


Fig.  27  b. 

Beispiel  5?)    Es  sei 

(Beispiel  V«)  §  4  und  Beipiel  2»)  §  11). 

Die  zugehörige  Fläche  T  ist  dreiblättrig  (w  =  3)  und  besitzt 
Yerzweigungspunkte  von  der  Ordnung  v  =  3  an  den  Stellen 


§  18.    Beispiele  zum  Vorhergehenden. 
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z=  1.  a,  a^{a 


-(-  —  }r?>).   Jeder  dieser  Verzweigun^s- 


_  1 

~  2'"^  2 

punkte  ist  naeli  Satz.  III'.')  §  11   ;i(|uivalent  mit  zwei  einfachen 
Ver/.weigungspunkten;  es  ist  daher 


2;>  =  6  —  2  (8  —  1)  =  2,  d.  h.  ;> 


1. 


Die  Fläche  T  wird  also  einfach  zusanimenhän^^end  durch  ein 
l^ut'rsclinittpaar  (a,  6),  das  T  nicht  zerstückelt.  Figur  28, 
in  der  die  Verzweigungsjjunkte,  der  Einfachheit  halber,  als 
in  gerader  Linie  liegend  gezeichnet  sind,  stellt  ein  solches 
Querschnittpaar  dar.  Die  in  E^  verlaufenden  Schnitte  sind 
dabei  durch  ausgezogene,  die  in  /i.,  durch  punktierte,  die  in 
E.^  durch  gestrichelte  Linien  markiert. 


Fig.  28. 


Beispiel  6?)    Es  sei 


(Beispiel  3^)  §11). 


Die  zugehörige  Fläche  T  hat  vier  Verzweigungspunkte  von 
der  Ordnung  >- =  8  in  den  Punkten  2;  =  a, ,  a.,, /y^, /i^a?  ^^ 
dieselben  4  (8  —  1)  =  8  einfachen  Verzweigungspunkten 
äquivalent  sind,  so  ist 

2p  =  8  —  2  (3  —  1)  =  4,  d.  h.  p  =  2. 

Die  Fläche  T  wird  also  einfach  zusammenhängend  durch 
zwei  Querschnittpaare  (a^^,  6j),  (ag,  6.3),  die  T  nicht  zer- 
stückeln, in  Verbindung  mit  zwei  Schnitten  c^,  c^.  Figur  29, 
in  der  die  Verzweigungspunkte  als  in  gerader  Linie  liegend 
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angenommen  und  in  der  Reihenfolg-e  a^,  ß-^^  a^^  ß^  durch  den 
Verzweigungsschnitt  ~  verbunden  sind,  zeigt  eine  Anordnung 
des  Querschuittpaares  (a^,  5,),  (a^,  i.,).  Die  zwei  Schnitte 
q,  c'2    sind    dabei    ersetzt   durch   einen  Schnitt  c,    der   den 


Fig.  29. 


—  Rand  von  h^  mit  dem  -f-  Rand  von  6.,  verbindet ;  die 
Schnitte  in  E^  sind  durch  ausgezogene,  die  in  E.^  durch 
punktierte,  die  in  E.^  durch  gestrichelte  Linien  markiert. 


§  17.    Nornialform  von  T. 

Herr  Lüroth  (Math.  Annalen,  Bd.  IV)  und  Clebsch 
(Math.  Annalen,  Bd.  VI)  haben  gezeigt,  wie  man  der  Ver- 
zweigungsfläche T,  wenn  nur  einfache  Verzweigungspunkte 
vorhanden  sind,  eine  sehr  übersichtliche  Normalform  erteilen 
kann.  Wir  geben  in  diesem  Paragraphen  in  kurzen  Zügen 
eine  Darstellung  der  Resultate  dieser  zwei  Autoren.*) 

Es  seien  a^^  cc^  . .  .  a^,  die  in  einer  bestimmten,  sonst 
beliebigen  Reihenfolge  numerierten  Verzweigungspunkte  der 
durch  die  Grundgleichung  jP  =  0  definierten  algebraischen 
Funktion  s  von  z,  P  ein  nicht  singulärer  Punkt  der  --Ebene, 
^j,  ^2  •  •  •  4  Schnitte,  welche  von  F  nach  den  Verzweigungs- 
punkten laufen.  Die  Reihenfolge  der  Verzweigungspunkte 
denken  wir  uns  der  Übersichtlichkeit  wegen  so  gewählt,  dafs 


*)  Die  Darstellung  schliefst  sich  an  an  Picard,  Traite  d'analyse. 
Bd.  II.  pag.  367 — 74.  —  Eine  ausführliche,  an  Clebsch  sich  anschliefsende 
Darstellung  findet  man  bei  Herrn  Stahl:  Theorie  d.  Abel'schen  Funk- 
tionen,   pag.  31—38. 
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der  von  P  nacli  «,  ircheiule  Strahl  /,  hei  (.'iner  Umdrehung 
um  I'  im  Sinnt'  (\^r  Drchunj:  der  l'hr/.eiger  suecessiNe  die 
Punkte  «.,,  «,,  . .  .  «,  trilVt.  Den  Schnitten  /,  . . .  U,  haben  wir 
früher  (§11)  Subsiitutionen  -S'i,  S'i  .  .  .  S'^  so  /Algeordnet,  dafs 
allgemein  Sj  angieht,  wie  ein  -f-  Umlauf  um  den  Ver- 
zweigungspuukt  «j  die  Wurzeln  s^  . . .  Sn  von  /''=  0  permutiert. 
Unter  den  gegeinvärtigen  Voraussetzungen  bcwMrkt  jede  solche 
Substitution  >'  eine  Permutation  von  nur  zwei  Wurzeln.  Wir 
denken  uns  nun  die  Schnitte  /  ersetzt  durch  geschlossene 
Wege,  die  von  J*  ausgehend  nach  den  Verzweignngsjjunkten  a 
hin  laufen,  je  einen  Yerzweigungspunkt  in  unmittelbarer  Nähe 
umlaufen  und  dann  wieder  zu  I^  zurückkehren,  .leden  solchen 
W^eg  nennen  wir  eine  Schleife.  Pezeichnen  wir  die  r  Schleifen 
wieder  mit  l^...lv^  so  permutiert  jede  Schleife  nur  zwei 
Wurzeln  von  i^=^0,  und  zwar  wird  allgemein  die  durch  4 
hervorgebrachte  Permutation  diejenige  sein,  die  durch  die 
Substitution  S-  angegeben  wird.  In  den  Figuren  sind  die 
Schleifen  durch  einfache  Linien  markii'rt;  die  diesen  Linien 
beigegebenen  Indicespaare  aß,...  geben  die  Wurzelpaare 
SaSj},  . .  .  an,  die  durch  die  jedesmalige  Schleife  permutiert 
werden. 

Angenommen,  die  erste  Schleife  /,  permutiere  die  zwei 
Wurzeln  «„,  s^.  Dann  wird,  wenn  wir  mit  dem  Anfaugs- 
werte  s«  von  F  ausgehen  und  die  Gesamtheit  aller  Schleifen 
durchlaufen,  ein  solcher  Weg,  nach  der  früher  (§  11)  be^ 
wiesenen  Beziehung: 

Ol    Oo    .    .    .    Oy    =     1, 

ganz  sicher  s,,  wieder  zu  seinem  Anfangsw^erte  zurückführen. 
Möglicherweise  tritt  dieses  aber  auch  schon  ein,  bevor  wir 
alle  V  Schleifen  durchlaufen  haben.  Angenommenj  wir  kehren 
beim  successiveu  Durchlaufen  aller  Schleifen  zum  erstenmale 
nach  Durchlaufen  der  vSchleife  /,  wieder  zum  Ausgangswerte 
Su  zurück.  Wir  ändern  dann  (Fig.  30)  die  Reihenfolge  der 
Schleifen  und  ziehen  die  Schleife  /,  an  die  zweite  Stelle, 
indem  wir  von  P  aus  in  dem  Winkelraume  zwischen  l^  und 
/g  eine  in  der  Figur  durch  eine  punktierte  Linie  angedeutete 
Schleife  /.,  anlegen,  die  um  «,  führt  und  in  ihrem  Verlauf 
die  zwischen  /^  und  /,  befindlichen  Schleifen  schneidet,  welche 
ebenfalls  s«  mit  einer  andern  Wurzel  permutieren.  Die  neue 
Schleife  /.^  permutiert  gleichfalls  zwei  Wurzeln  von  F=0. 
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Beachtet  man,  dafs  ein  Durchlaufen  von  /l.,,  wie  sich  aus 
der  Figur  ergiebt,  ersetzt  werden  kann  durch  ein  successives 
Durchlaufen  der  Schleifen  /.,,  /^,  l^,  /,,  l^^  l^,  Z.^,  so  sieht  man, 
dafs  die  Schleife  Ag,  welche  an  die  Stelle  von  /,  getreten 
ist,  dieselben  Wurzeln  s„,  s.s  permutiert  wie  l^. 


In 


analoger 


Weise   lassen   sich    die    zwei    Schleifen  L 


und  L,   die  s„ 


'6> 


mit  einer  andern  Wurzel  permutieren,   durch 

zwei  neue  Schleifen 
A3  und  Ag  ersetzen, 
wie  die  punktierten 
Linien  in  der  Figur 
es  angeben.  Diese 
Schleifen  permutie- 
ren nicht  mehr  die 
Wurzel  Sa  .  Ag  z.  B, 
ist  äquivalent  mit 
einem  Wege ,  der 
sich  zusammensetzt 
aus  den  der  Reihe 
nach  durchlaufenen 
Schleifen  /, ,  /^ ,  /, ; 
da  aber,  nach  Vor- 
aussetzung ,  l^  die 
erste  Schleife  ist, 
nach  deren  Durch- 
laufen s„  wieder  zu 
seinem  Anfangswerte 
zurückkehrt ,  so  ist 
dieselbe    Permutation 


Fig.  30. 


'6       "^"*)-^ 

wie  die  zweimal  durchlaufene  Schleife  /, 
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A^/<.      Die    Schleife  A^,    bringt    also 

der  Wurzeln  hervor, 

permutiert  also  nicht  mehr  die  Wurzel  s„. 

Die  Reihenfolge  der  ursi)rUnglichen  Schleifen  ist  nun 
insofern  umgeordnet,  als  dieselbe  jetzt  mit  zwei  Schleifen 
anfängt,  welche  beide  die  zwei  Wurzeln  .s„,  s^  permutieren; 
an  der  Reihenfolge  der  übrigen  Schleifen  ist  nichts  geändert, 
mit  der  Ausnahme,  dafs  einige  Schleifen  ersetzt  worden  sind 
durch  andere,  welche  die  Wurzel  .f«  nicht  mehr  permutieren. 

Geben  wir  jetzt,  statt  wie  vorhin  von 
und  wiederholen  wir  die  vorigen  Operationen, 
eine  Reihenfolge  von  Schleifen,  von   denen   die   drei    ersten 


/p    von  Ag   aus, 
so  erhalten  wir 
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die  zwei  Wurzeln  «„,  .«^  permutiercii.  während  zufrleieh  andere 
Schleifen  eiiijrefiihrt  worden  sind,  <lie  >•„  nicht  mehr  pcr- 
niutieron.  Setzen  wir  dies  X'ert'nhren  fort,  so  erhalten  wir 
augenscheinlich  sehlii'l'slich  eine  lieihentul^e  der  r  Sclileil'en, 
beider  alle  Schleifen,  welche  s,  und  5^  permutieren, 
sich  an  erster  Stelle  finden  und  aufeinanderfolgen, 
während  alle  iihrijren  Schleifen  .•>„  nicht  mehr  i)er- 
mutieren.  Da  ferner  jede  gerade  Anzahl  von  Schleifen, 
die  s„  und  ^y  pennuticren,  «„  wieder  zu  seinem  Anfangswerte 
zurückführt,  während  jede  ungerade  Anzahl  derselben  «„  zum 
Endwerte  s^  führt,  und  aufserdem  ein  l'mlauf  um  sämtliche 
Schleifen  s„  sicher  zu  seinem  Anfangswerte  zurückführt,  so 
mufs  die  Anzahl  der  zu  Anfang  stehenden  Schleifen,  welche 
die  zwei  Wurzeln  .'^•„  und  .s-^  ])ermutieren,  eine  gerade  sein. 

Wir  lassen  nun  die  Schleifen,  welche  s„  und  s^  per- 
mutiereu,  beiseite  und  wenden  uns  den  auf  sie  folgenden 
Schleifen  zu.  Angeuonnnen,  die  erste  derselben  permutiere 
Si  mit  einer  andern  Wurzel  s...  Wiederholt  man  dann  für 
die  Schleifen,  welche  ^s.;  mit  einer  andern  Wurzel  permutieren, 
dieselben  Operationen,  die  vorhin  an  den  Schleifen  vor- 
genommen worden  sind,  die  s«  mit  Sß  permutieren,  so  erhält 
man  eine  zweite  Gruppe  von  Schleifen,  w  eiche  nur  mehr  die 
Wurzeln  s^  und  Sj,  permutieren,  während  alle  folgenden 
Schleifen  weder  ■*„  noch  s,^  permutieren. 

So  setzt  sich  das  fort.  Wir  erhalten  das  Resultat:  durch 
geeignete  Umordnung  lassen  sich  alle  Schleifen  in  von  ein- 
ander getrennte  Gruppen  von  je  einer  geraden  Anzahl  von 
Schleifen  emteilen;  die  Schleifen  der  ersten  Gruppe  per- 
mutieren nur  die  zwei  Wurzeln  5„,  ,9.;,  die  der  zweiten  nur 
die  Wurzeln  sy,  «j,,  ...  die  der  letzten  die  zwei  Wurzeln  s^,,  s^, 
wo  Su^  Sß,  Sy,  . . .  Sy,  .•?;.  alle  W^urzeln  von  F  =  0  bezeichnen. 

Durch  weitere  Änderung  der  Reihenfolge  der  von  P 
nach  den  Verzweigungspunkten  laufenden  Schleifen  läfst  sich 
noch  eine  gröfsere  Einfachheit  nnd  Übersichtlichkeit  erzielen. 

Angenommen,  die  erste  Gruppe  G^  von  Schleifen,  die- 
jenige, deren  einzelne  Schleifen  die  Wurzeln  s„,  Sß  permutieren, 
bestehe  aus  sechs  Elementen.  Wir  ziehen  dann  die  zwei 
letzten  Schleifen  dieser  ersten  Gruppe  hinter  die  erste  Schleife 
der  zweiten  Gruppe  G^  (Fig.  31),  was  wir  durch  punktierte 
Linien  andeuten.     Die  neuen  Schleifen  permutieren,  wie  un- 
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mittelbar  ersichtlich,  die  Wurzeln  s«  und  Sy.  Zieht  man 
schliefslich  diese  zwei  Schleifen,  wie  die  punktierten  Linien 
in  Fig.  32  es  andeuten,  wieder  vor  alle  Schleifen  der  ersten 
Gruppe,  so  erhält  man  zwei  Schleifen,  welche  s^  und  Sy 
permutieren.  Dieselben  Operationen  lassen  sich  mit  der 
dritten  und  vierten  Schleife  der  ersten  Gruppe  ausführen. 
Ist  dies  geschehen,  so  sind  die  v  Schleifen  so  angeordnet, 
dafs  zuerst  vier  Schleifen  kommen,  von  denen  jede  s-?,  Sy 
permutiert,  hierauf  zwei  Schleifen,  welche  s„,  s^  permutieren, 
dann  die  Gruppe  G^  von  Schleifen,  welche  s^^  Sy  permutiert 


Fig.  31. 


und  schliefslich  die  übrigen  Gruppen.  Operiert  man  mit 
allen  Schleifengruppen,  wie  mit  G\,  so  sieht  man  unmittelbar 
ein,  dafs  man  durch  geeignete  Änderung  der  Eeihen- 
folge  die  Schleifen  l^  . . .  l^  so  in  Gruppen  anordnen 
kann,  dafs  alle  Gruppen  mit  Ausnahme  der  letzten 
aus  zwei  Schleifen  bestehen  und  alle  Schleifen 
einer  Gruppe  dieselben  zwei  Wurzeln  permutieren, 
dafs  ferner  keine  zwei  Gruppen  dieselben  zwei 
Wurzeln  permutieren,  und  jede  Wurzel  an  den 
Permutationen  zweier  Gruppen  teilnimmt.  —  Die 
Anzahl  der  Schleifen  der  letzten  Gruppe  sei  gleich  2  (ä;  -f-  1). 


§  17.    Normalturm  vou  T. 
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Angenommen,  die  nrsprlinglichon  Schleifen  seien  in  der 
soeben  festireleirten  Reihontolire  aiiiroordnct.  Wir  bezeichnen 
dann  wieder  mit  o,  ...  a,  die  entsprechende  Reihenfolge  der 
Verzweigungspunkte  und  numerieren  die  n  Wurzeln  von  /''=  0 
80.  dafs  /,  und  /.,  die  Wurzeln  s, ,  .■?.,,  l.^  und  l^  die  Wurzeln 
«o,  Sg,  ...  und  schliefslich  die  2(k-\-  1)  letzten  Schleifen  die 
Wurzeln  .«„_i,  s,  permutieren.  Verbindet  nun  die  in  der 
.r-Ebene  angelegte  .Sperrliuie  1  (§  11)  die  Verzweigungs- 
punkte in  dieser  Reihenfolge  «^  ...  a„,  und  bezeichnet  man 


Fig.  32 


den  von  a,  nach  «t  +  i  reichenden  Abschnitt  von  E  mit  2"», 
so  ist  die  Zuordnung  der  Wurzeln  längs  E.^,  l'^,  l'g,  ...  ge- 
geben durch  die  identische  Substitution,  längs 


V         V         V         V 

— 1>    —3»    ^5?    —7' 


durch  die  Substitutionen: 

c        c        c        c 
*^12)   "^23'       .J4'   '^45? 


WO  allgemein 


,S      _  /l,  2  . . .  o,  ff  . . .  7i\ 


ist.     Dies  gilt  jedoch   nicht  durchweg.     Ist  /av  +  i  der  erste 
Schnitt,    der  s„ :_  i  mit  s„  permutiert,    so  ist   die  Zuordnung 
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der  Wurzeln  an  allen  ^ -|- 1  Abteilungen  -2,4-1,  ^-zv^?.,--. 
durch  die  Substitution  'S„_i^„  gegeben. 

Hieraus  ergiebt  sieh  eine  einfache  Konstruktion  der  zu- 
sammenhängenden Fläche  7\  Trägt  man  die  Werte  der 
n  Wurzeln  s^  .  .  .  s^i  tabellarisch  in  n  Ebenen  E^  .  . .  E^  ein, 
und  legt  man  diese  so  aufeinander,  dafs  die  Punkte  mit 
gleichem  z  übereinander  liegen,  so  wird  s  eindeutige  Funktion 
des  Ortes  in  der  Fläche,  die  man  erhält,  wenn  man  E^  mit 
E^  längs  eines  Verzweigimgsschnittes  von  a^  bis  a^,  E^  mit 
E..^  längs  eines  Verzweigungsschnittes  von  «.,  bis  a^,  . .  . 
En  - 1  mit  En  längs  ^'  -|-  1  Verzweigungsschuitten  zwischen 
c(o  y  4. 1  und  «2  V  +  2 ,  <^2 .  +  3  und  «3 .  +  4 ,  •  •  •  «v  -  1  und  a^  zu- 
sammenheftet. Die  Blätter  der  so  entstandenen  Fläche  T 
hängen  kettenförmig  in  der  Weise  zusammen,  dafs  jedes 
Blatt  mit  dem  folgenden  nur  längs  eines  Verzweigungs- 
schnittes zusammengeheftet  ist;  nur  zmschen  den  zwei 
letzten  Blättern  wird  der  Zusammenhang  längs  k -\-  1  Ver- 
zweigungsschnitten hergestellt. 

Die  Anzahl  sämtlicher  so  erhaltenen  Verzweigungs- 
schnitte ist 

n  —  2-^k-^l. 

Die  Zahl  ist  aber,  da  jeder  Verzweigungsschnitt  zwei  Ver- 
zweigungspunkte verbindet,  und  keine  zwei  Verzweigungs- 
schnitte durch  denselben  Verzweigungspunkt  gehen,  gleich 
der  halben  Anzahl  aller  Verzweigungspunkte,  d.  h.: 

2  (w  -f  Ä;  —  1)  =  u. 

Andererseits  ist  aber  auch  (siehe  §  15,  3?),  wenn  p  das 
Geschlecht  von   T  bedeutet: 

2  (n-\-  p  —  1)  =  ü. 

Aus  beiden  Kelationen  folgt: 

k  =/>. 

Wir  haben  so  das  Schlufsresultat : 

Ist  die  Grundgleichung  E=0,  die  eine  al- 
gebraische Funktion  x  von  z  mit  nur  einfachen 
Verzweigungspunkten  «j  . . .  «„  definiert,  vom  Ge- 
schlechte  p,     so     läfst     sich     die     Reihenfolge,     in 
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welcher  die  Sperrlinie  2'  die  Verzweijruiifjspuukte 
verbindet,  stets  so  wählen,  dafs  die  Blätter  der 
zufrehöri^en  Fläche  7'  k('ttenförnii<r  in  der  Weise 
ziisaninienhän»rcn,  daTs  jedes  der  ii  —  1  ersten 
Blätter  mit  dein  nächstfolii'enden  länjjs  eines,  das 
(n  —  1)**  mit  dem  7t**"  aber  längs  />-|-l  Verzweigungs- 
schnitt e  n  zusammenhängt. 

Diese  für  den  Fall  nur  cinfaclier  Verzweigunii-spuukte 
erreichbare  Form  von  T  nennen  wir  die  Normal  form  der 
Kiemann'schen  Verzweigungstläche. 

Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  wie  sich  diese  Nornial- 
forni  von  T  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ver- 
wandeln läfst.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  eine  aufser- 
ordentlich  einfache.  Sind  ß,  ß^  . . .  ß^^j^i  die  Verzweignngs- 
punkte,  welche  is„  _  i  mit  is„  verbinden,  so  legen  wir  in 
En  -  ]  und  En  ein  System  von  />  Querschnittbündeln  Oj.  bi,  Ci 
(i  ^  1,  2  . . .  /))  au,  die  ganz  in  diesen  zwei  Blättern  verlaufen 
und  nach  dem  Schema  der  Querschnitte  für  den  Fall  der 
hyi)erelliptischen  Funktionen  (§  16,  Beispiel  4?)  angeordnet 
sind.  Diese  Querschnitte  zerstückeln  T  nicht,  machen  es 
also  einfach  zusammenhängend  nach  Satz  V*^)  §  14. 


Über  eine  durch  kontinuierliche  Deformation  der 
»(-blättrigen  Kugelfläche  T  erreichbare,  besonders  anschau- 
liche Gestalt  von  T  in  Form  einer  zusannnenhängenden,  mit 
p  Löchern  versehenen  Fläche  im  Raum,  siehe:  Clifford,  On 
the  canonical  form  and  dissection  of  a  Kiemann's  surface 
(Proceedings  of  the  London  mathematical  Society,  Bd.  VllI 
Xo.  122);  Hof  mann:  Methodik  der  stetigen  Deformation 
von  zweiblättrigen  Riemann'schen  Flächen  (Halle,  1888); 
Schottky,  Grelle  Bd.  83).  —  Über  die  stetige  Deformation 
von  Flächen  siehe  ferner:  Jordan,  Journal  de  Lionville, 
2.  Serie,  t.  XI)  und  einige  Abhandlungen  von  Herrn  Klein 
in  den  Mathem.  Annalen. 

In  diesem  Kapitel  haben  wir  die  Riemann'scbe  Fläche  T 
konstruiert,  indem  wir  von  einer  zu  Grunde  gelegten  Gleichung 

s^  z)  =  0    ausgingen.     Riemann    selbst,    und    nach    ihm 
andere  Autoren,  haben  die  Umkehrung  dieser  Fragestellung 
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behandelt.  Sie  sind  von  einer  als  fertig  vorliegenden 
Fläche  7'  ausgegangen  und  haben  die  Existenz  von  Funk- 
tionen auf  einer  solchen  a  priori  angenommenen  Fläche 
nachzuweisen  und  die  Eigenschaften  derselben  zu  studieren 
gesucht.  Für  das  Studium  dieser  Umkehrung,  die  man  auch 
als  das  Dirichlet'sche  Problem  für  die  Fläche  T  be- 
zeichnet, sei  auf  die  folgende  Litteratur  verwiesen: 

N  e  u  m  a  n  n :  Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  d.  Abel- 
schen  Integrale. 

Schwarz:  Ges.  Werke.     Bd.  II. 

Poincare:  American  Journal  of  Mathematics,  t.  IX. 

Jules  Riemann:  Sur  le  probleme  de  Dirichlet  (Annales 
de  l'Ecole  Normale,  1888). 

Aufserdem  sei  noch  verwiesen  auf  mehrere  in  den 
Mathem.  Annalen  erschienenen  Abhandlungen  der  H.H. Klein, 
Hurwatz,  Dyck,  ...,  und  insbesondere  auf  die  Abhandlung 
von  Herrn  Klein:  Neue  Beiträge  zur  Riemann'schen  Funk- 
tionentheorie. Math.  Annalen,  Bd.  21,  von  Herrn  Hilbert, 
Jahresbericht  der  deutschen  Mathem.  Vereinigung  1899. 


Kapitel  ni. 

Die  Integrale  der  Klasse. 


§  18.    Das  allgemeine  Abel'sche  Integral. 

Bedeutet  r  irg:end  eine  alg:ebraische  Funktion  der  Klasse, 
80  heifst  jedes  Integral  von  der  Form: 


ein  Abel'sches  Integral  oder  auch  ein  Integral  der 
Klasse.  Der  zugehörige  Integrationsweg  ist  ein  beliebiger 
Weg  in  T,  der  vom  Anfangspunkte  (s^,  z^^)  nach  dem  End- 
punkte (s,  :)  führt  und  durch  keinen  Verzweigungspunkt  von 
T  hindurchgehen  soll. 

Der  Integrand  t  von  J  ist  in  T  eindeutige  Funktion 
des  Ortes  und  besitzt  in  dieser  Fläche  algebraische  Unstetig- 
keiten  (Pole),  wenn  er  nicht  etwa,  was  wir  ausschliefsen,  in 
T  überall  denselben  konstanten  Wert  hat.  Wie  steht  es  mit 
der  Stetigkeit  und  Eindeutigkeit  von  J  in  T? 

Von  dem  Integrale  J  wissen  wir  bereits,  dafs  es  in  T 
ebenfalls  Unstetigkeiten  besitzen  kann  und  zwar,  aufser  den 
bei  den  Funktionen  der  Klasse  auftretenden  algebraischen 
Unstetigkeiten,  unter  Umständen  auch  noch  logarithmische 
Unstetigkeiten. 

Soll  J,  ebenso  wie  r,  in  T  eindeutige  Funktion  des 
Ortes  sein,  so  müssen  nach  der  Lehre  von  den  Integralen 
einwertiger  Funktionen  folgende  zwei  Bedingungen  er- 
füllt sein: 

Landfriedt,    Theorie  d.  algebr.  Fnnltt.  9 
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1?)  Irgend  zwei  Integrationswege  vom  Anfangspunkte 
a  (s„,  Zq)  nach  dem  Endpunkte  b  (.s,  ;:)  müssen  ein  Stück  von 
T  vollständig  abgrenzen;  d.  h.  jeder  Ringweg  in  T  mufs  die 
vollständige  Begrenzung  eines  Stückes  von   T  sein, 

2?)  Kein  solcher  Kingweg  darf  einen  logarithmischen- 
Unstetigkeitspunkt  von  J  umlaufen. 


^r 


Fig.  33. 

Um  die  erste  Bedingung  zu  erfüllen,  genügt  es,  T  diu-cb 
ein  kanonisches  Querschnittsystem  in  die  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  T'  zu  verwandeln.  Um  auch  die  zweite 
Bedingung  zu  erfüllen,  ziehen  wir  von  einem  beliebigen, 
nicht  singulären  Punkte  von  T'  aus  Schnitte  /^  .../,,.. .  4 
nach  den  Punkten  €,  . .  .e^  . . .  £,.,  in  denen  J  logarithmisch 
unstetig  wird.  Im  Folgenden  nehmen  wir  stets  an.  der  ge- 
meinsame Ausgangspunkt  aller  Schnitte  l^  .  . .  Ir  falle  zu- 
sammen mit  dem  Punkte  P,  von  dem  die  Schnitte  c^  .  ..Cp 
des  zu  Grunde  gelegten  kanonischen  Querschnittsysteras  aus- 
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gehen  (Fig.  33).  Beschränkt  man  die  Integrationswege  von 
J  auf  das  Innere  der  so  entstehenden  einfach  zusammen- 
hängenden P'läche  7'".  so  ist  J  eindeutige  Funivtion  der 
Koordinaten  seines  obern  Grenzpunktes  (s,  z). 

Ftlr  das  Integral  ./  gelten  mehrere  wichtige  Lehrsätze: 

Satz  I  )  Das  Integral  Ixdz,  in  positiver  Richtung 
ül)er  die  ganze  Begrenzung  von  T'  erstreckt, 
hat  den  Wert  Null. 

Beweis:  Nach  einem  Satze  von  Cauchy  ist 

%dz  =  27ti .  mal  der  Summe  der  Residuen  von  t  innerhalb  T', 

(n 

Diese  Summe  ist  aber  (Satz  IV?)  §  12)  gleich  Null,  und 
daher  auch 

2«) 

Durch  Beschränkung  des  Integrationsweges  auf  das  Innere 
von  T"  ist  J  zwar  eindeutige  Funktion  des  Ortes  in  dieser 
Fläche  geworden,  hat  damit  aber  zugleich  seine  Stetigkeit 
verloren,  indem  es  jetzt  in  zwei  Punkten,  die  an  einem  der 
Schnitte  a;. ,  6;i,  q  (Ä  =  1,  2  . . .  p),  4  (?  =  1,  •  •  •  ^)  einander 
gegenüber  liegen,  Werte  annimmt,  die  im  allgemeinen  von 
einander  verschieden  sind.  Unterscheidet  man  nämlich  die 
zwei  Ränder  eines  jeden  der  8  j>  -j-  r  Schnitte  a,  i,  c,  l  als 
-|-  Rand  und  —  Rand,  wie  Fig.  38  es  angiebt,  und  bezeichnen 
+ 
a  und  o  zwei  Punkte,   die   an    dem  -j-   und  —  Rand  eines 

dieser  Schnitte  einander  gegenüber  liegen,  so  ist 

-  +  + 

xdz  =  \  zdz  -\-  I  rdz  =  J-^-  j  rdz, 

WO    der   Integrationsweg   des    letzten   Integrals    ohne  Über- 

+ 
schreitung    der  Begrenzung  von  T"  von   a   nach   g  führen 

mufs.     Das  letzte  Integral  ist  aber  im  allgemeinen  von  Null 

verschieden. 

9* 
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Setzen  wir 

^  J„=  hdz. 


so  gilt  der 

Satz  IK)     JJ  hat    längs   jedes    einzelnen   Schnittes 
a,  6,  c,  l  einen  konstanten  Wert. 

+    - 
Beweis:     Liegen    o.    a    einander    gegenüber    auf    den 

+  - 
Rändern  des  Schnittes  *S,  und  bezeichnen  C,  t  zwei  beliebige 

andere,    an    den    Räudern    desselben   Schnittes    S    einander 
gegenüberliegende  Punkte,  so  ist 


^Jo 


JJ^=Jo 


J. 


+       + 
=  J„—Jt, 


oder,  wenn  wir  allgemein  mit 


L 


rdz 


ein  Integral  bezeichnen,  dessen  Integrationsweg  von  z^  längs 
der  Linie  L  nach  z^  führt: 


JJa  —  JJ^ 


rdz  — 


rdz. 


Da  %  zu  beiden  Seiten  von  aS  in  je  zwei  gegenüberliegenden 
Punkten  denselben  Wert  hat,  so  sind  die  zwei  Integrale 
rechts  einander  gleich,  und  es  folgt 

JJa  =  ^J^,  w.  z.  b.  w. 

Die  für  jeden  einzelnen  der  3  p  -|-  r  Schnitte  a,  6,  c,  l 
konstante  und  endliche  Wertdiflferenz  der  Integralfunktion  J 
heifst,    nach  Riemann,    der  Periodizitätsmodul  von  J  an 
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dem    botreffondtii    Schnitte.      J    hat    also    in     T"    ?>f-\-T 
Periodizitätsnioduln  und  zwar  sei 

an  <//.  :  JJ  =  A^y 
„  b,:  JJ  =  B,, 
^    cx:  JJ  ^=  Cx, 

Ftlr  diese  konstante  Periodizitätsnioduln  gelten  folgende  zwei 
Sätze : 

Satz  IIP)    Alle  Cx  ß  =  l,2  ...  p)  sind  geich  Null. 

Beweis:  Da  der  Periodicitätsmodul  Cx  längs  cx  konstant 
ist,  so  ist  es  gleichgültig,  an  welcher  Stelle  von  cx  wir  den 
Wert  von  Cx  bestimmen;  wir  wählen  die  Kreuzungsstelle  der 
drei  Querschnitte  a;.,  hx,  cx  (Fig.  33).     Es  ist  nun: 

Cx=   Jg  Jö    ^=   "J  t    ^"    -\-   JlX    Jß   -\'    Jß   Jy    -\-   Jy    J  i 

=  Ax-\-  Bx  —  Ax  —  5/  =  0,  w.  z.  b.  w. 

Die  Querschnitte  cx  sind  also  für  das  Eindeutigmachen  von 
J  Überflüssig. 

Satz  lY")  Bezeichnen  G,  . . .  G,  . .  .  Gr  die  Gewichte 
der  logarithmischen  Unstetigkeiten  von  J  in 
den  Punkten  t^  . . .  s^  . . .  Sr^  so  ist  an  l^: 

40^  L.,=:2ni.Go. 


Beweis:  Es  istX«  =  /t(^/^,  wodielntegrationsvariabele^ 

J   «ö 

einen  (in  T  geschlossenen)  Kingweg  um  den  Punkt  «^  durch- 
läuft.    Andererseits  ist  nach  Definition  (§  12): 

=  ^?) 

woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  sich  ohne  weiteres  ergiebt. 
Für  die  Periodizitätsmoduln    des  Integrals   der   Klasse 
Jz=ij%dz  haben  wir  so  die  Tabelle 
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an 


'/., 


^/.,       c-i 


t.i 


Lq, 


5?) 


+      - 
J—J. 


Ä,,     B,,     0,     2Tti.G, 


Legt  mau   dem  Integrationsweg'e  /  von  J 


xdz 


die  Beschränkung:  auf,  die  Querschnitte  «;.,  h)_,  ci  und  die 
Schnitte  If,  nicht  zu  überschreiten,  so  ist  J  in  T"  eindeutig. 
Hebt  man  diese  Beschränkung  für  /  auf  und  läfst  man  l 


+ 


dl 

mal 

von 

+ 

zu 

«/, 

ei 

n 

r 

«/ 

57 

+ 

h 

r 

,• 

+ 

r 

^;.r 

9>. 

r 

»• 

h 

V 

7a, 

+ 

h 

?• 

»• 

+ 

V 

(^).i 

H 

r 

)• 

Q 

r 

+ 

f^Q 

j? 

?? 

7, 

+ 

r 

t(ij 

n^ 

« 

«* 

h 

j" 

\ 

übergehen,  so  erhält  J  in  a  den  Wert: 

>i  =  r  '  0  =  1 

wo  J^  den  Wert  bezeichnet,  den  J  in  T"  annimmt  —  Dies 
giebt  den 

Satz  V]  Das  in  T"  eindeutige  Integral  J  =  jrdz 
ist  in  T  unendlich  vieldeutig;  alle  Werte,  die 
es  in  einem  Punkte  a  von  T  annehmen  kann, 
sind  gegeben  durch  die  Formel 

V  r 

/.  =  1  ()  =  1 
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WO  ^i,  7«;..  riA  beliebijre  ganze  Zahlen  sind,  und 
y^  den  Wort  hi'zcichnet.  den  das  Integral  in 
T"  im  Pnnkte  «  annimmt. 


Aus  dio.«?om  Satze  folgt  unmittelbar :  ist  der  Integrations- 
weg /  von  J  ein  beliebiger,  geschlossener  Weg  in  T,  so  ist 
der  Wert,  den  das  Integral  auf  diesem  Kingwege  erreicht, 
eine  lineare  Funktion  der  2  p -|- r  Periodizitätsmoduln  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten. 

Fassen  wir  das  Vorhergehende  kurz  zusammen,  so 
können  wir  sagen : 

SStZ  Vr)  Die  unterscheidenden  Merkmale  der  Funk- 
tionen der  Klasse  und  der  Integrale  der  Klasse 
sind  die  folgenden: 

1?)  Die  Funktionen  der  Klasse  werden  in  T 
nur  algebraisch  unstetig;  die  Integrale  der 
Klasse  werden  in  T  im  allgemeinen  nicht  nur 
algebraisch,  sondern  auch  logarithmisch  un- 
stetig. 

2?)  Die  Funktionen  der  Klasse  sind  ein- 
deutige Funktionen  des  Ortes  in  T;  die  In- 
tegrale der  Klasse  sind  in  T  unendlich  viel- 
deutig, und  die  Werte  eines  Integrals  der 
Klasse  für  einen  bestimmten  Punkt  (.?,  z)  von  T 
unterscheiden  sich  um  ganze  Vielfache  der 
2-p  -\-r  Periodizitätsmoduln  A}_,  B}_,  2ni .  Go. 

Die  in  1?)  und  2?)  formulierten  Eigenschaften  kenn- 
zeichnen umgekehrt  ein  Integral  der  Klasse,  d.  h. 

SfttZ  YIl  )  Ist  von  einer  Funktion  /  nachgewiesen, 
dafs  sie  in  T  im  allgemeinen  eindeutig  und 
stetig  ist  und  nur  in  einer  endlichen  Anzahl 
von  Punkten  (s,  z)  logarithmisch  unstetig  oder 
zu  endlicher  Ordnung  algebraisch  unstetig 
wird,  dafs  sie  ferner  an  den  Querschnitten 
a;.,  6;.  und  an  den  nach  den  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkten  gezogenen  Schnitten  Iq 
konstante  Wertdifferenzen  besitzt,  so  ist  J  ein 
Integral  der  Klasse. 
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Beweis:  Besitzt  J  die  eben  aufgezählten  Eigenschaften, 

so  ist  — ^—  eine  Funktion,  die  in  T  eindeutig  ist  und  nur  in 

dz 

einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten    zu   endlicher  Ordnung 

unendlich  wird.     Nach   Satz  P)   §  12   ist  daher   —7—    eine 

clz 

Funktion  der  Klasse,*)  und  J  selbst  ein  Integral  der  Klasse, 

In  den  folgenden  Paragraphen  betrachten  wir  zunächst 
die  einfachsten  Integrale  der  Klasse.  Wir  unterscheiden  drei 
Arten  derselben: 

IV)  Integrale  I.  Gattung,  die  in  T'  überall  eindeutig- 
und  stetig  sind. 

2?)  Integrale  U.  Gattung,  die  in  T'  Überall  ein- 
deutig sind  und  nur  in  einzelnen  Punkten  algebraisch  un- 
stetig werden. 

3?)  Integrale  III.  Gattung,  die  in  T  nur  logarith- 
misch unstetig  werden. 

Wir  werden  diese  drei  Gattungen  von  Integralen  der 
Reihe  nach  besprechen,  unter  Zugrundelegung  der  Voraus- 
setzung, dafs  T  nur  einfache  Verzweigungspunkte  und  ein- 
fache Doppelpunkte  besitzt. 


§  19.    Das  Integral  I.  Gattung.**) 

Wir  knüpfen  an  an  die  in  §  12  gegebene  Darstellung 
einer  Funktion  g  der  Klasse  in  der  Form: 

10)        a=-^|J(^s,z)  =  R-^R^s^...-\-R^_^s^-\ 

in  der  i?,  i?i  . . .  i?„  _  1  rationale  Funktionen  von  z  sind,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Funktion  o  =  ip  {s,  z)  so  zu 
bestimmen,  dafs 

2^.)  w  =  ja  dz  =  fip  {s,  z)  dz 

*)  Im  obigen  Satze  bezeichnet  der  Ausdruck  „Funktion  der 
Klasse"  kurz  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse,  während  derselbe 
Ausdruck  in  Satz  I9)  §  12  eine  Funktion  bezeichnet,  der  die  Eigen- 
schaft zukommt,  in  T  eindeutig  zu  sein. 

**)  Christoffel:  Algebraischer  Beweis  des  Satzes  von  der  Anzahl 
der  linearunabhängigen  Integrale  I.  Gattung.  Annali  di  Matematica, 
Ser.  2  t.  X.  pag.  81-100.     1880. 
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in   T  nir^'ends  unstetifr  wird.     Wir  setzen  dabei  voraus,  die 

Grundgleiohunjr  /'v,  -^  ="  0  sei  irreducibel  und,  wenn  nötig, 
durch  eine  lineare  Substitution  so  umgeformt  (siehe  §  9j,  dafs 
die  Funktion  s  weder  flir  c  =  oo  unendlich  werde,  noch  für 
endliche  Werte  von  c,  denen  Wurzelkoincidenzen  entsprechen, 
und  dafs  für  z  =  co  keine  Wurzelkoincidenz  stattfinde. 

Soll  w=^jaJz  in  T  nie  unstetig  werden,  so  müssen 
folgende  Bedingungen  erfüllt  sein: 

1?)  In  einem  gewöhnlichen  Punkte  ^  =  a  von  1]  der 
kein  Verzweigungspunkt  ist  und  im  Endlichen  liegt,  muss 
o  stetig  sein,  d.  h.  die  für  diesen  Punkt  geltende  Keihen- 
entwickelung  von  o  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  u  darf 
keine  Potenz  von  ~  —  u  mit  negativem  Exponenten  enthalten ; 
für  einen  solchen  Punkt  nmfs  also 

lim  {z  —  a) .  (T  =  0  sein ; 

2V)  ftir  ^  =  CO  mufs  a^O'-  werden; 

3<?)  ist  z  =  a   ein   Verzweigungspunkt,   so    darf  dort  a 

unstetig  werden,  aber  nur  wie  -y—         ,    so   dafs  für  einen 

Vz  —  a 

solchen  Punkt  wieder: 

lim  (z  —  a) .  ff  =  0  wird. 

Diese  3  notwendigen  Bedingungen  sind,  wie  unmittel- 
bar ersichtlich ,  uns  ausreichend ,  damit  «'  =  ja  dz  in  2' 
nirgends  unstetig  werde. 

Um  der  noch  nicht  näher  bestimmten  Funktion  a  der 
Klasse  die  in  den  Bedingungen  1?),  2?)  und  3?)  verlangten 
Eigenschaften  aufzuprägen,  gehen  wir  aus  von  der  Lagrange- 
schen Interpolationsformel 

30)  w(tz)-  y—^-  l^^ 

aus  der  wir  früher  die  allgemeine  Darstellung  der  Funktion  ff 
der  Klasse  als  ganze  Funktion  von  s  und  rationale  Funktion 
von  z  abgeleitet  haben.  In  dieser  Formel,  in  der  t  einen 
beliebig,  aber  fest  angenommenen  Parameter  bedeutet,    be- 
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zeichnen  «i . . .  Sj . . .  s„  die  Werte  von  s  für  ein  und  dasselbe 
unbestimmte  z,  Oi  . . .  Oi . .  .  a^  die  aus  1?)  sich  ergebenden 
zugehörigen  Werte  von  a. 

Die  durch  3?)  definierte  Funktion  ^  {t,  z)  ist  Funktion 
von  z  allein.  Wir  untersuchen  zunächst,  wo  und  wie  ip  {t,  z) 
als  Funktion  von  z  unstetig  wird,  wenn  die  auf  der  rechten 
Seite  von  3?)  auftretenden  Grössen  Oi  die  Bedingungen  19), 
2?)  und  3?)  erfüllen,  und  wie  sich  unter  dieser  Voraussetzung 
der  Ausdruck  für  i^i  {t,  z)  gestaltet. 

Der   zweite   Faktor   — LllL   irgend   eines    Summanden 

t  —  S{ 

von  «//bleibt  stetig,  wenn  Si  =  t  wird,  da,  wegen  F{t,z):= 
cpo .  (t  —  s^)  {t  —  .s.,) . .  .(t  —  s„),  t  —  Si  in  F(t,  z)  aufgeht.  Im 
Endlichen  kann  dieser  Faktor  nicht  weiter  unstetig  werden; 
im  Unendlichen  wird  er  :=oo'".  Zugleich  wird  aber  auch 
F'  (.Sj, z)  =  oo'"'  und  (7j  =  0^;  für  c  =  oo  wird  also  ip  {t,  z)  =  0^, 
d.  h.  nicht  unstetig.  Unstetigkeiten  von  ip  {t^  z)  können  daher 
nur  im  Endlichen  vorkommen  und  zwar  sind  sie  nur  dort 
zu  erwarten,  wo  der  erste  Faktor 


F'  {Si,  z) 

irgend  eines  Summanden  von  ip  unstetig  wird.  Letzteres 
kann  nur  eintreten,  wenn  entweder 

1?)  Oi  unstetig  wird,  d.  h.  in  den  v  Verzweigungspunkten 
von  T,  oder  wenn 

2?)  F'  (si,  z)  Null  wird,  d.  h.  in  den  r  Doppelpunkten  und 
V  Verzweigungspunkten  von  s. 

Ist  z^=  ßi  ein  Verzweigungspunkt,  in  dem  s^  =  s.,  =^  «» 
wird,  so   werden   an    dieser   Stelle  o^  und  o.^,    unstetig   wie 

{z  —  ßi)  ^,  während  j^,  ...a„  stetig  bleiben;  ferner  werden 
an  derselben  Stelle  F' {s^,  ßi)  und  F' (s.,,  ßi)  gleich  Null  wie 

(z  —  ßi)"^,  während  F' {s.^,  ßi), . . .  F' {s„,  ßi)  von  Null  ver- 
schieden bleiben.  Im  Verzweigungspunkte  («,-,  ßi)  ist  daher 
lim  {z  —  ßi)  zTg  =  lim  {z  —  ßi)T^=: . ..  =  lim  (z  —  ßi)  r«  =  0, 
aber 

lim  {z  —  ßi)  Tj   und  lim  {z  —  ßi)  r« 
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weder  Null    noch    unendlioli.     Hezeichnet    man    folglich   den 
gemeinsamen  konstanten  Wert  von 

lim(.-^..).r.=limi^^,ii^ 

und  lim  {:  -  ßi) .  r,  =  lim  y.  ~f  f 
mit     j  .Ij,  so  erhält  man: 

lim  (c -,:;,)../;(<,  .)  =  ^,.4z^. 

Für  ^  =  /i^i  wird  demnach  ip  {t,  c)  unstetig,  und  zwar  ist 
dort: 

1/;  («,  c)  =  ^j . ^''^*'^         -f  functio  coutinua. 

Ist  c  =  ß^  ein  Doppelpunkt,  in  dem  etwa  s^  =^  s^  =  a>, 
wird,  80  bleiben  dort  ffj,  a^,  ffg  . .  .  a„  stetig,  aber  F' {s^,  ßi) 
und  F  lA-,,  ßi)  werden  =  0  wie  (c  —  ßi),  während  F'  {s.^,  ßi), . . . 
F'  (s„,  ßi)z^  0  bleiben. 

Bezeichnet  man  daher  den  gemeinsamen,  konstanten 
Wert  von 

lim  {z  —  ß^) .  Tj   und  lim  {z  —  ß.^  .  t., 
mit  -^Axi  so  ist  für  z  —  ßy. 

lim  {z  -ß.).ip  {t,  z)  =  A,_.  4=^  ' 
oder: 

xh  (t,  z)  =  A.^ . -r-p^ — TT  +  functio  continua. 

Die  Funktion  ip  (t,  z)  wird  also  nur  in  den  v-\-r  Doppel- 
punkten von  s  mit  oder  ohne  Verzweigung  unstetig,  und 
zwar  ist,  wenn  wir  die  Koordinaten  dieser  v-\-r  Punkte 
promiscue  mit  a<,  ßi  bezeichnen,  für  einen  solchen  Punkt 
allgemein: 

ip  {t,  z)  =  .4,- .  Ti  {t,  z)-{-  f .  continua,  wo 
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F{t,  ßi) 


40)  T,{t,z)  = 


{t  —  ai)  {z  —  ßi) 


eine  Funktion  ist,  die  für  c  =  oo  versehwindet.  Es  folgt 
hieraus,  dafs  die  Differenz 

ip{t,^)  —  2^Ai.Ti{t,z) 

i  =  l 

eine  in  T  überall  stetige  Funktion  von  z  ist,  die,  weil  sie 
für  z  =  oo  verschwindet,  überall  den  konstanten  Wert 
Null  hat. 

Wir  erhalten  so,  auf  Grund  der  von  a  zu  erfüllenden 
Bedingungen  1?),  2°)  und  3?),  für  ip  {t,  z)  die  Ausdrucks- 
form: 

v  +  r  v-\-r  V  (f    fi\ 

Denkt   man  sich  hierin  —  nach  Potenzen  von  —  ent- 

z  —  ßi  z 

wickelt: 

^=|a  +  |-+|  +  ...), 

und  berücksichtigt  man,  dafs  infolge  der  Bedingung  29) 
\p  {t,  z)  für  5  =  00  mindestens  zur  zweiten  Ordnung  ver- 
schwindet, so  sieht  man,  dafs  zwischen  den  Koeffizienten  ^4» 
die  einschränkende  Beziehung 

I?)  2^^^  ^^^^^'^  =0 

i  _  1       t  —  «i 

besteht,  die  ausdrückt,  dafs  in  der  Entwickelung  von  ip  {t,  z) 

nach  Potenzen  von  —  der  Koeffizient  der  ersten  Potenz  von 

1  ^ 

—  fehlt. 

z 

Die  Funktion  i}j{t,  z)  geht  (§  12),  wenn  wir  in  ihr  den 
willkürlichen  Parameter  t  durch  .^  ersetzen,  über  in  ip  {s,  z)  =  o. 
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Wir    erhalten    daher    aus    59),    für    die    zu    konstruierende 
Funktion  a  der  Klasse  die  Ausdrucksform: 

69)       o  =  2'Ai.T,is,z)=yA,.  ^^^''^••^ 


Wir  untersuchen,  ob  dieser  Ausdruck  unter  der  Voraus- 
setzunjr  I'.')  für  die  yi,,  den  Bedingungen  genilgt,  die  n  zu 
erfüllen  hat. 

Für    c  =  00    wird    wegen    I'.^)    auf  jedem    Blatte    von 
T:a=:Q-,  wie  es  sein  mufs. 

Für   endliche  Werte  von  c  hängt   das  Verhalten  von  a 
vom  Verhalten  der  v  -\-  ?•  Funktionen : 

F{s,ßi) 


{s  —  ai)  (c  -  ßi) 


ab.  Unstetigkeiteu  dieser  Funktionen  sind  für  endliche 
Werte  von  ;:  nur  zu  erwarten,  wenn  von  den  zwei  Gleichungen 
s  —  a»  =  0,  z  —  ßi  =  0  eine  erfüllt  ist  unter  Ausschlufs  der 
andern,  oder  wenn  beide  Gleichungen  erfüllt  sind,  oder 
endlich  wenn  s  =  oo  wird. 

a)  Wird  .«  =  a,.  aber  nicht  z  =  ßi  {s  nimmt  den  Wert  a,- 
in  m  Punkten  von  T  an),  so  ist  .s  —  a,-  ein  Wurzelfaktor  des 
Zählers  von  T,;  Ti  bleibt  also  stetig,  und  dasselbe  gilt  von  g 
und  von  j adz.  —  Wird  z  =  ßi,  aber  nicht  s  =  ai  (es  ist  das 
einer  der  n  —  2  Punkte,  die  unter  den  Verzweiguiigspunkten 
oder  Doppelpunkten  s  =  «i,  z  =  ßi  von  T  liegen),  so  bleiben 
wieder  T,,  a  und  fadz  stetig. 

b)  Wird  zugleich  s  =  a,-  und  z  =  ßi  (dies  geschieht  in 
den  Verzweigungspunkten  und  den  Doppelpunkten),  so  ent- 
hält der  Zähler  von  Ti  den  Wurzelfaktor  s  —  «,-  zweimal, 
und  Ti  läfst  sich  schreiben  in  der  Form: 

'~^-ßi       ' 

wo  P  eine  Funktion  ist,  die  für  s  =  ai,  z^^ßi  einen  be- 
stimmten, endlichen,  von  Null  verschiedenen  Wert  hat. 
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Ist  nun  s  =  Ui,  z  =  ßi   ein  Verzweigungspunkt,    so   ist 
daselbst 


s—ai={z  —  ßif  [a,  +  a,  (z  —  ß^j^  +  . .  .J, 


und  daher 


'       «'=(.-^,)-^[a,+a,  (.-^)V...] 


z-ßi 

.1 
für  s  =  ai,  z  =  ßi  unstetig  wie  {z  —  ß^  ^  (für  a,  :7t  0) ;  das- 
selbe gilt  für  Ti  und  folglieh    auch   fttr  ff,    da  alle  übrigen 
T^ik^i)   für  s  =  a,-,    z  =  ßi    stetig    bleiben,    j  adz    bleibt 
also  jedenfalls  stetig. 

Ist  s  =  «i,  z  =  ßi  ein  Doppelpunkt  ohne  Verzweigung, 
so  hat  in  diesen  zwei  Punkten  P  denselben  Wert,  und  das- 
selbe   gilt    Yon    denjenigen    Tu  (k  z^  i),    welche    den    Faktor 

nicht  enthalten.     Dagegen  hat  -^,  wie  die  Be- 


z  —  ßi  '  ^^  z  —  ßi' 

trachtung  der  Reihenentwickelungen  der  für  s  =  a,-,  z  r=^  ßi 
gleich  werdenden  Wurzeln  zeigt,  in  den  zwei  diesem  Doppel- 
punkte von  s  entsprechenden  Punkten  von  T,  ungleiche 
Werte,  und  dasselbe  gilt  von  T^;  da  diese  Werte  übrigens 
endlich  sind,  so  ist  a  stetig  in  jedem  Doppelpunkte. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  ein  für  das 
Folgende  wichtiges  Resultat.  Die  v  -\-  r  Funktionen  Ti  (s,  z) 
sind  den  Verzweigungspunkten  und  Doppelpunkten  so  zu- 
geordnet, dafs  in  jedem  Verzweigungspunkte  («j,  ßi)  die 
eine  Funktion  Ti{s,  z)  unstetig  wird,  in  deren  Ausdruck  die 
Koordinaten  dieses  Punktes  auftreten,  während  alle  übrigen 
dort  stetig  bleiben,  und  dafs  in  den  zwei  in  T  getrennten 
Punkten  eines  jeden  Doppelpunktes  von  s  die  Funktion  Ti 
ungleiche  Werte  annimmt,  deren  Ausdruck  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  enthält,  alle  übrigen  aber  gleiche  Werte.  — 
Hieraus  folgt: 

SeIZ  r)      Die    v-{~r   Funktionen    Ti{s,z)    sind    linear- 
unabhänffis:. 

Beweis :  Wären  diese  v  -\-  r  Funktionen  nicht  linear- 
unabhängig, so  müsste  eine  von  ihnen,  etwa  T^  sich  dar- 
stellen lassen  durch  einen  Ausdruck: 

Tj  =  ^  Cf .  Ti, 

«  =  2 
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wo  die  ('i  Kdiistaiitcn  bedeutcu,  die  nicht  alle  Null  sind. 
Es  niUsste  dann  nach  dem  Vorifjen,  wenn  *•  =  a^,  r= /if,  ein 
Verzw('ijrun<:s))iinkt  ist,  mindestens  eine  der  v  -\-  7'  —  1  Funk- 
tionen rechts  in  diesem  Tunkte  unstetiir  werden,  und  wenn 
.<(=«j,c  =  ^j  ein  Doppelj»unkt  lohne  \'erzweij;unjr)  ist, 
mindestens  eine  dieser  Funktionen  in  den  zwei  zu  diesem 
Doppelpunkte  °:ehörigen  Punkten  von  T  ungleiche  Werte: 
annehmen.     Beides  ist  aber  unmöglich. 

c)  Die   bis  jetzt   besprocheneu   Fälle  a)  und  b)   ziehen 

keine  Unstetigkeit  von  lod:  nach  sich.  Wird  dagegen 
s=  ao  ,  was  nach  unsern  Voraussetzungen  über  die  Grund- 
gleichung F=  0  nur  für  endliche,  von  jii  {i^=  1,  .  .  .  v  -\-r) 
verschiedene  Werte   von  z  stattfinden    kann,    so    wird  jedes 

Ti  und  daher  auch  o  und  jodz  unstetig.  Um  diese  Un- 
stetigkeiten  zu  beseitigen,  müssen  den  Koeffizienten  Ai  Be- 
schränkungen auferlegt  werden,  die  noch  näher  zu  unter- 
suchen sind. 

Bezeichnen  wie  bisher  ß^  . . .  ßi . . .  ß^^r  die  Werte  von  ~,. 
denen  die  Verzweigungspunkte  und  Doppelpunkte  von  s  ent- 
sprechen, so  ist 

7? )      a.Ii{z}  =  o.  (z  —  ß^)...{~  —  ßi)...  {z  —  ß,  +  r), 

wie  sich  unmittelbar  aus  6?)  und  aus  dem  Umstand,  dafs 
für  z  =  oo:o=0^   wird,   ergiebt,    eine    ganze    Funktion 

/n  —  1   V  4-  r  —  2\ 

G\s  ,  z  )  von  s  und  ~  von  den  Graden  n  —  1  und 
V  -\-r  —  2.     Schreiben  wir  daher 


G{s       ,     z  ) 


8°) 

'=        ^     Biz)         '     ' 

so  bleibt  uns  noch  die  Aufgabe  zu  erledigen,  die  Koeffizienten' 
der  ganzen  Funktion  G  so  einzuschränken,  dafs  diese  Funk- 
tion für  s  =r  00  nicht  mehr  unstetig  wird. 

Zu  dem  Zwecke  schicken  wir  eine  Vorbetrachtung  vor- 
aus. Es  seien  j],  (><  =  0,  1,  2, . . .  n  —  Ij  ganze  Funktionen 
von  s  und  ~  von  der  Form: 

9v)  /;„  =  y, .sA'  +  f/)^s."-i4-...   -ff/)^,,. 
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worin  qn^,  <jP,  • . .  (fu  identisch  sind  mit  den  Koeffizienten  der 
Grundgleichung 

/n    m\ 

F{s,  z)  =  cp,  5»  +  r/.^  s«-^  +  .  . .  +  f/)„  =  0. 
Schreibt  man  diese  letztere  Gleichung  in  der  Form: 

9'o^*  ^IPi^^'       +•••  i-T'"  — ;, -5 •••  — ^;r^ 

so  erkennt  man  sogleich,  dafs  die  n  Funktionen  /„  für 
s  =  00  nicht  unstetig  werden,  sondern  zur  ersten  Ordnung 
verschwinden,  und  dafs  insbesondere  ü  identisch  gleich 
Null  ist. 

Ist  nun 

H  =  CS"  -f  c,  s"  - 1  -f  . . .     -|-  c,< 

irgend  eine  ganze  Funktion  von  .s  und  c,  die  in  s  vom  ^**° 
Grade  ist  und  daher  für  .« =  oo  im  allgemeinen  unendlich 
zur  Ordnung  /li  wird,  so  wird  der  Quotient 

H     __  CS"     4-     C,     g"    -    1     -f     .     .     .  -f     Cg 

fu    "~    Cpo  S"  -j-fp^S"-'^  -{-...        -f  f/)., 

=  —  +  [(c, fPi)s"-'  +  (c, rp)  s"-2  -f  .  .  . 


7  0  J 


flir  s  ==  00  unendlich  zur  Ordnung  /*  -|-  1.     Soll  H  für  s  =  oo 
nicht  unstetig  werden  oder  doch  zu  einer  geringern  als  der 

LT 

^ten  Ordnung,  also  -:-  zu  einer  geringern  als  der  {fx  -f- 1)*^° 

Ju 

Ordnung  unendlich  werden,  so  darf,  w^enn  man  berücksichtigt, 

dafs  s  =  oc   Avird   nur   wenn    «)„  =  0    w^ird,    —  für  s  =  oo 

nicht   unendlich    werden,    d.  h.  c  mufs    ohne    Rest   durch  g)^ 
teilbar,  also 

c  =  b^.(p^ 

sein,  wo  J,^  eine    ganze  Funktion   von  c  ist.     Ist   diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  ergiebt  sich: 
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H=  b,  ./„  4-  {c,  -  l>ofp,)s"-^  +  (c,  -  l^rf.^)s"-^--{-  .  . . 

-\- (cu  —  i\/ru) 

=  b,.f..-{-P{»,z), 

■wo  J'  eine  ^'anze  Funktion  von  .->  nnd  :  bezeichnet,  die  in  « 
nur  bis  zun»  Grade  u  —  1  ansteigt.  Diese  Funktion  J'  wird 
fUr  «  =:  00  im  allirenieinen  =oo"-i;  soll  sie  für  s  =  oo  zq 
einer  niedri<reren  Ordnung  unendlich  werden,  so  niufs,  wie 
den  vorigen  analoge  Betrachtungen  zeigen,  der  Koeflizient 
von  s"-^  ohne  liest  durch  </>„  teilbar  sein,  d,  h.  Pis,-)  sich 
darstellen  lassen  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

WO  /'j  eine  ganze  Funktion  von  :,  und  1\   eine  ganze  Funk- 
tion von  s  und  c  ist,  die  in  .«s  bis  zum  Grade  fi  —  2  ansteigt. 
So  setzt  sich  das  fort.  —  Soll  //  für  s  =  co  Überhaupt 
nicht  unendlich  werden,  so  muss  H  die  Form  haben: 

^  =  K  -fu  (-,  «)  +  ^1  •/"  - 1  («,-)  +  •••  +  ^<  - 1  /j  («,  ~)  +  bu, 
■wo  /'„,  t^  . . .  /'„  ganze  Funktionen  von  z  sind. 

Wendet    man    dieses    Kesultat    an    auf    die    Funktion 

s     y  z  J  in  8?),   so  folgt:    soll  G  für  s  =  oo   nicht 

unstetig  werden,   so  mufs  G  notwendig  die  Form  besitzen: 

<)?)(?(77'^r') =./„(--)./„_, (s,»-)+^,(,^)./„_2(.,^)+... 

•wo  y/^,  A^^...yln-].  ganze  Funktionen  von  c  sind,  und 
7.war,  da  zufolge  unserer  Voraussetzungen  über  die  Grund- 
gleichung jP=  0  :  f/)„  in  z  vom  Grade  m  ist,  J^^  . ..  An-2 
ganze  Funktionen  vom  Grade  v  -\-r  —  m  —  2,  ^n  - 1  eine 
Funktion  vom  Grade  v  -\-r  —  2. 

Welche  Bedingungen  müssen  nun  die  Koeffizienten  Ai 
in  5?)  erfüllen,  damit  bei  den  eben  angegebenen  Graden 
von  ^/^,  J^  . . .  An  - 1  identisch 

sei? 

Landfriedt,  Tlieorie  d.  algebr.  Fankt.  10 
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Beachtet  man,    dafs  nach  unsern  Voraussetzungen  über 

(n    m\ 
s,  -^  =  0  die  Wurzeln 

von  i?  (z)  alle  von  einander  verschieden  sind,  so  liefert  die 
Partialbruchzerfällung'  von 

zur  identischen  Erfüllung  von  A?j  zunächst   die  Bedingung: 

wo  jR'  (/!?i)  den  Wert  von  — r^  für  ;r  =  ßi  bezeichnet.  —  Um 

dieser  Bedingung  10?)  eine  andere  Form  geben  zu  können, 
betrachten  wir  zuvor  die  P\inktionen  f  etwas  genauer.  Aus 
der  Definition  derselben  folgt: 

i./„_i      =Fit,ß)  —  cp„, 

t  ■  Jn—2         =^  fn  —  1  (fn  —  1} 

i  •  Jn  —  3         =  /n  —  2  • f/'n  —  2  ? 


i  .  Jn  —  y  —  1  Jn  —  V  ^Pn  —  r  5 


i-A 

/.- 

-'As, 

t-A 

— /2- 

-ff2, 

i-fo 

/1- 

-^A- 

Hieraus  ergiebt  sich: 

n  — 1 


r  =:Ü 


{t  —  a).  2J  a-.fn-r-x{t,ß)  =  F{t,ß)  —  a.^^,  —  cpn 

-f  a  . y; _  1  —  ay„ _2  —  a.tpn-i 

-[-  «2  ,/„  _  2  —  «Vn -3  —  «^  •  <iPn -2 

+ 

-f  «'■  ./„_,  —  a'  + V„  _  r-l  —  a'Cpn-r 

-f 

+  «"~'-/2—  «"""'-/l   —  «""V2 
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oder,  mit  Wegla.'^sung  der  sich  aufliebeuden  Glieder: 
fi  - 1 

wo 

oder,  da/;,  =  r/'^(/:;): 

(II    m\ 

ist,  da  5  =  «  eine  der  Wurzeln  von  T'^v.s, '/  =  0  ist,  die  zu 
z  =  ß  gehören.     Wir  haben  somit  die  Beziehung: 

n  -  1 

{t-a).  ±   cc\f„_,._,{t,ß)  =  F{t,fi), 

y  —  ti 

oder 

die  für  a  =  a^,  a.-,  . . .  a^,  ^r,  ß  =  ßp  ßi  . '  ■  ßv  +  r  8:ilt.  —  Mit 
Benutzung  dieser  Beziehung  geht  die  von  den  Koeffizienten  Ai 
zu  erfüllende  Bedingung  10?)  über  in: 

n  — 2 

11»)        A^    y  a^. /,_,._, (t,ßi)-^Ai.a--K(p,{ßi) 

v  =  0 

_";^.' .i,{ßi)  A^_Aßi) 

-.^0    Ji'ißi)'-^"-"-'^'^'^^        Ji'ißi)       ' 

Da  diese  Bedingung  für  jeden  W^ert  von  t  identisch  erfüllt 
sein  mufs,  so  müssen  die  beiderseitigen  Koeffizienten  gleicher 
Potenzen  von  t  dieselben  sein.  Da  ferner  beiderseits  i"~^ 
in  fn  —  i  {t,  ßi)  =  <jPo  ißi)  •V^~^  -\-  •■  •  den,  wegen  unserer 
Voraussetzungen  über  die  Grundgleichung  7^=0,  von  Null 
verschiedenen  Koeffizienten  (p^  {ßi)  hat,  so  mufs 

'-      Ji'ißi) 

sein,  d.  h.  die  beiderseitigen  Koeffizienten  von  /«_i  (^,  ßi)  in 
11?)  müssen   einander  gleich  sein.     Nimmt  man  beiderseits 

10* 
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das  Glied  mit  /„  _  i  weg,  so  ergiebt  sieh  ebenso  die  Gleich- 
heit der  Koeffizienten  von/„_o  ii.  s.  w.  —  Man  erhält  so 
zur  identischen  Erfüllung  von  A°)  die  Bedingungen: 


B?) 


yivißi)    ^Ai.al,         (»'  =  0,  1,  2...n  — 2) 


für  {^=  1,  2  . . .  i' -|- r.   —   Berücksichtigt   man  weiter,   dafs 
die  Partia 
der  Form: 


die  Partialbruchzerfällungen  von     J        und    ^  **    / )~     von 

K  {z)  K  {z) 


f  +  '■ 


AA^=    y  Al^. 1 {v=0,l,2...n  —  2) 

E{z)         i^,    R{ßi)     z  —  ßi' 


E{z)  i^,        B'ißi)         z  —  ßi 

sind,   so  sieht  man  sogleich  ein,    dafs  die  Bedingungen  B?) 
sieh  ersetzen  lassen  durch  die  folgenden: 


C^) 


— ^ — —     ■     —  (v  =  0,  1,  . . .  n  —  2), 


Ji{z)      Ä  z  —  ßr 

An  _  1  (~)  _    *'  ;["i'    .1  i.(H~\cp^  iß,) 


E  {z)  i^,  z  —  ßi 


Die  hierin  auftretenden  ganzen  Funktionen  y/,.,  y/«  _  i  und  R 
sind,  wie  schon  erwähnt,  in  z  von  den  Graden  v-\-r  —  m  —  2, 
v-{-  r  —  2  und  v  -\-r.  Denkt  man  sich  daher  die  linken 
Seiten  von  C?)  entwickelt  nach  Potenzen  von  c,  so  enthalten 
diese  Entwickelungen  nur  Potenzen  von  ~  mit  negativen 
Exponenten,  und  zwar  beginnt  die  absteigende  Entwickelung 

von    ^.V       mit  einem  Glied  mit  z-"^-^,   die  von      " ~ ' 
Ii{z)  '  R  {z) 

mit  einem  Gliede  mit  der  Potenz  z-~.     Entwickelt  man  auch 

die    rechten    Seiten   von  C?),    so    mufs    somit    in    der  Ent- 

*'+/  A-.a- 
Wickelung  von    ^^  —      *     die   Summe   aller   Glieder  ver- 
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schwiiulen,    die    c    zu    cineni    Kx])(»ui'nten  — k"^  —  m  —  2 
euthalteii,  d.  h.  es  mufs  sein: 


i=i  I  ."  =  0,  1  . . .  //(. 


Analojr    nmfs    in    der   Eütwickelunj?    der    reclitrn    Seite  der 

zweiten    Bedingung'  CV)   die   ISunnne   aller   Glieder   mit  c-* 

verüclnviiiden.     An  Stelle  von  C?J    erhalten   wir  so   die  Be- 
dinfTunsreu: 


o  +  r 


u")    y-i,.«;^;'  =  o,  für  j  '■=o.|.--"-2, 

i  =  i  1  ^  =  0,  1,  ...  ni. 

V  +  r 


»= 1 


Diese  Bedingungen  sind  eine  unmittelbare  Folge  von  CV). 
Sind  umgekehrt  diese  Bedingungen  11'.')  und  111'.')  erfüllt,  so 
liefert  C?)  die  Funktionen  ./  mit  den  in  A?)  vorgeschriebenen 
Graden  in  c,  während  zugleich  A?)  erfüllt  ist,  wenn  B'.')  er- 
füllt ist.  und  B'?),  wenn  C'.')  erfüllt  ist.  Die  Bedingungen  11  ?) 
und  111'.')  sind  also  die  notwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungen  dafür,  dafs 


_       \^     A.  ^(«'/^«) 


V  -f-  r 

a  =  üj  (s,  z)  =  ^  A: .  - 

für  .'?=oo  nicht  unstetig  wird. 

Fassen    wir    das    Bisherige    zusammen,    so    haben   wir 
folgendes  Resultat: 

Jeder  Lntegrand   I.  Gattung  a   läfst    sich    in   die  Form 
bringen : 

WO  die  Ti  linearunabhängig  und  die  Ai  konstant  sind.  Um- 
gekehrt ist  aber  ein  Ausdruck  dieser  Form  nur  dann  ein 
lntegrand   I.  Gattung,   wenn  die  Bedingungen   erfüllt   sind: 

10)  V  Ai .  ZM}L  =  0,  für  jedes  t; 

j^i  t Ui 
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»■  =  1  I  /<  ==  0,  1 ,  . . .  m. 

Die  Frage,  die  sich  nun  aufwirft,  ist  die:  sind  diese 
Bedingungen  alle  von  einander  unabhängig,  oder  sind  eine 
oder  mehrere  von  ihnen  Folge  der  übrigen?  Ist  letzteres  der 
Fall,  so  müssen  diese  überzähligen  Bedingungsgleiehungen 
aus  dem  System  der  Bedingungen  P),  U';')  und  UI'^)  weg- 
gelassen werden. 

/n  —  2   m\ 

Bedeutet  g\s  ,z)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  s 
und  ~  von  den  angeschriebenen  Graden,  so  ist 

n  —  2      m 

9  («ö  ßi)=   2J     w     ^.\u  .  «I  ßt. 

r  =  0    it  =  0 

Das  System  der  (w  — 1)  (m-f  l)  =  ('n  — 1)  (?n  — l)-j-2  (m  — 1) 
=  r-|-p-j-  2  (n  — 1)  =  r-{-v — p  Bedingungsgleichungen  II?) 
läfst  sich  also  dadurch  ersetzen,  dafs  man  verlangt,  es  solle 

(n  —  2     m\ 
•s     ,  cj  sein: 

^'  +  »•  /n  —  2     m\ 

n^)  2"  ^4.- .  g  («i    ,  ßi)  =  0. 

i—  1 

Berücksichtigt  man  nun,  dafs 

1  /m  —  2    m\ 

und  daher 

1  /n  — 2    m\ 

-.A,.F'{s,z)  =  A,.cp,{z).s>^-^^A,.g{^s      ,  z) 
ist,  so  ergiebt  die  Forderung  11^): 

-,        V  -\-r  V  -\-r 

und  weiter,  da  F'(ai,ßi)  =  0  ist: 

^2JAi.a--\.cp,{ßi)  =  0. 
»  =  i 
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Dio  Redinirunfr  IH '.')  ist  daher  eine  Fol^^e  von  LF)  oder  11^) 
and  dcshall»  wegzulassen. 

Ferner  ist  die  Hediiijrun.ir  I?)  der  Ausdruck  dafür,  dafs 

gli'ioh  0-  wird,  für  :- — oc.  Sind  al)er  die  Bediniruuiron  II?) 
und  die  aus  ihnen  iliel'sendeu  ßedinjrungen  III? ),  welche  das 
identische  P^rfülltsein  von  ^1?)  mit  den  früher  geforderten 
Grade  von  ./,), . . .  -In-i,  U-\  in  z  nach  sich  ziehen,  erfüllt, 
so  ffdgt  aus  eben  diesen  Oraden  der  l<\inktionen  ^/,  dafs 
iii\t,z)  für  c -- X  gleich  0-  wird.  Die  Bedingung  Pj  ist 
also  ebenfalls  eine  Folge  der  Bedingungen  11'.'). 

Wir  haben  uns  somit  nur  noch  mit  diesen  Bedingungen  II?) 
zu  beschäftigen,  um  festzustellen,  ob  dieselben  überzählige 
Gleichungen  enthalten  oder  nicht. 

Die  Gleichungen  des  Systems  11?)  sind  in  den  unbe- 
kaimten  Koeffizienten  Ai  linear  und  homogen.  Enthält  ein 
solches  System  überzählige  Gleichungen,  so  giebt  es  stets 
ein  System  von  Multiplikatoren,  die  nicht  alle  Null  sind, 
and  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  bei  Multiplikation  der 
Gleichungen  11?)  mit  diesen  Multiplikatoren  und  nachherige 
Addition  alle  Unbekannten  Ai  herausfallen.  Ersetzt  man 
dann  das  System  der  v-\-r — p  Gleichungen  II?)  durch  die 

eine    Gleichung   IIa)  und  nimmt  man  in  dieser  die  vorigen 

/n  —  2  wi\ 

Multiplikatoren  zu  Koeffizienten  von  g  \s  ,  z),  so  wird 


(n  — 2   m  \ 


0, 


ohne  dafs  alle  Koeffizienten  von  g  Null  sind.  Die  Funktion 
^  wird  dann  also  Null  in  allen  Verzw^eigungspunkten  und 
allen  Doppelpunkten  von  s,  besitzt  also  v-{-2r  Nullpunkte 
in  T.  Dies  sind  aber  auch  sämtliche  Nullpunkte  von  g  in  T. 
Denn  g  wird  co'"  für  r  =  oo  in  jedem  der  ii  Blätter  von  T, 
und  ausserdem  noch  ?/*-mal  (nämlich  für  s  =  oo)  oo"-',  und 
bleibt  sonst  tiberall  stetig,  g  ist  also  von  der  Ordnung 
m  .n-\-  m{n  —  2)  =  27n  (n  —  1)  =  t?  -|-  2r. 
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Berücksichtig:!  man  weiter,  dafs7^'(s,  ^)  dieselben  Null- 
und  Unstetigkeitspiinkte  hat  wie  g  und  zu  denselben  Ord- 
nungen, so  folgt: 

9 
F' 

ist  eine  Funktion  der  Klasse,  die  in  T  weder  Null  noch 
unstetig  wird  und  daher  überall  denselben  von  Null  ver- 
schiedenen konstanten  Wert  C  hat.     Es  ist  also 

g-C.P  =  0, 

oder,  wenn  wir  durch  —  C  dividieren  und  den  Faktor  —  yr 
mit  g  vereinigen: 

g-^F'  =  0. 

Enthält  daher  das  System  11^)  überzählige  Gleichungen, 

so  genügen  die  Wurzeins  der  irreducibelu  Gleichung  i^i^.*;,  cj  =  0 
auch  einer  Gleichung  niedrigeren  Grades 

(II  —  2   m"\ 

die   in  z  ebenfalls    rational   ist.     Da   dies   mit   der   voraus- 

(n    m\ 
Sjz)  =  0    in    Widerspruch 
steht,  so  haben  wir  den 

Satz  ir)     Das  System  der  v -\- r — p  Gleichungen: 

II?)  jfA-C^lß'i=0        {•=0'U-..«-2. 

»=1 

enthält  keine  überzähligen  Gleichungen. 

Die  Gleichungen  II?)  erlauben  es  also,  v -\- r — p  der 
V -\- r  Unbekannten  Ji  durch  die  ]>  übrigen,  willkürlich 
bleibenden  linear  und  homogen  auszudrücken.  Ausgenommen 
hiervon  ist  der  Fall  p  =  0,  in  dem  aUe  Ai  =  0  sind,  und 
ein  Integral  I.  Gattung  daher  gar  nicht  existiert.  Sind. 
A^  .  .  .  A^ . . .  Ap  die  willkürlich  bleibenden  Koeffizienten,  so 
lassen   sich  die  andern  A^^{l^p)  darstellen   in   der  Form: 

p 

Ax  =  ^    Ay_  .  _/^;_, 
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WO  die  -/<y  bekaiiiitlii'li  Quotii'iiten  von  Determinanten  sind. 
■ —  Mit  Einführung  der  Hezeiclmiin'r: 

Ä—  1 
ergiebt  sich  min: 

13?)  a=ilJ{s,:)=:::A^u'[-\-A.,.ic\-\-...  -{-Ayjo',. -{-...  -\-Ap.iü'p. 

Infolge  der  Willkürlichkc-it  von  J,  ,  .  .  ^Ip  sind  ic\  . .  .  ir'j, 
Integranden  I.  Gattung,  aulserdem  sind  sie,  ebenso  wie  die 
7',,    liuearunabhiingig.       Dies    liefert    den    fundamentalen 

Satz  Iir;)     Ist    die   Grundgleiehung  /''V.scj  =  0    irre- 
ducibel,  so  sind  die  v -\- r  —  p  Gleichungen 

UV)  2JAi.a'i.ß^=0      j'  =  ';;'--"-2. 

voneinander  unabhängig,  und  jeder  vermittelst 
dieser  Gleichungen  der  Grundgleichung  i^=0 
zugeordnete  Integrand  I.  Gattung  ist  von  der 
Form: 

^(^,  ßi)         . 


14^^  a=   yAi-- 

die  Anzahl  der  linearunabhängigen  Integranden 
I.  Gattung  ist  stets  gleich  />,  und  speziell  ^0 
für  p  =  0. 

Die  hier  abgeleitete  Form  14?)  des  Integranden  I.  Gattung 
ist  nicht  die  seit  Riemann  gebräuchliche.  Um  diese  zu  er- 
halten, bilden  wir  den  Ausdruck: 

15«)  '/>ft-')=i-''-4^f 

z=l  ' *z 

Diese  Funktion  (p  {t,  z)  ist  ganze  Funktion  von  t,  und 
zwar  höchstens  vom  Grade  n — 1,  und  rationale  Funktion 
von  ~,  Ftir  t  =  s^  bleibt  sie  endlich  und  ebenso  für  a  =  co. 
Denn,  wenn  a=oo  wird  für  z  =  y,  so  ist  lim  {z  —  y)  .a=0, 
also  auch  lim  {z  —  y)  .fp=z  Q  für  z  =  y.  Da  ferner  für 
-  =  00  :  a  =  0- 

und  ^-^=oc"»  wird,  so  ist  für  ~  =  oo  :  «)  =  oo"'-^. 

t  —  s^  ^ 
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cp  ist  also  eine  rationale  Funktion  von  ^,  die  für  end- 
liche Werte  von  z  nicht  unendlich  wird,  für  -^  =  00  aber 
1=00™--  wird,  und  daher  eine  ganze  Funktion  von  z  vom 
Grade  m  —  2. 

Setzt  man  nun 

so   folgt,    da   F (t,  ~)  =  fpt)  •  (t  —  s^) . . .  {t  —  Sn)   ist,   aus   der 
Definition  von  cp: 


y.  —  \ 


n 

Hierin  ist  5=^^^' 


z  =  l 


P.)  einwertige  Funktion  von  c;  denn  wenn  z  in  der 
komplexen  Zahlenebene  einen  Ringweg  beschreibt,  so  ändert 
sich  nur  die  Reihenfolge  der  Summanden  von  <S; 

2'.')  eine  überall  endliche  Funktion  von  r;  denn  für 
jedes  beliebige  ^  =  «  ist  lim  {z  —  «) ,  c  =  0.  Als  einwertige, 
überall  endliche  Funktion  von  z  ist  daher  -S  eine  Konstante, 
und  zwar  =  0,  da  für  2  =  00  alle  a^,  =  0-  werden.  —  Es 
ist  daher  C=  0,  und 

**  F  It    -A  /n  — 2    »u  — 2\ 

16?)      2^^. . -f^:^ = </,  0  ,~~  ). 

Berücksichtigt  man  weiter,  dafs  in  irgend  einem  Doppel- 
punkte s  =  y^z  =  d  von  s,  in  dem  etwa  s^  =  s.^  =  y,  s.^  rt=  j/^, . . . 
wird: 

"  Fit,ö)  _         cp,.{t-y)K{t-y,)...{t-Y^) 


^3 


+ 


fp.  ■  {t  - 

• 

t  —  r 

-yy''{t  —  y,)...{t  —  yn) 

t-r. 
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t      ,  z      )  wird  in  allen  Doppel- 
punkten (/,,,  d„)  (p  r^  1,  2  .  .  .  r)  von  >•  Null  zur  ersten  Ordnuni?. 

/n-    1    m-'\ 

—  Eine  mit  ^  tlerart  \crl)undeiie  l-'unktioii  <(\s  .:  ), 
dafs  sie  in  allen  I)üiiiielj)unktt'n  von  ^  gleieh  U'  wird,  lieifst 
seit  liieniann.  eine  r/t-Funktion. 

F{t  z) 
Läfst    man    /  =  s.    werden,    so    icelit   —  '        über    in 

'  t i« 

F' [s^,  z),  and  man  erhält:  '^ 

Analog  ersieht  sieh  alliremein: 

Oy..F'{s.^,^z)  =  (p(Sy_,z)      (/.  =  1,  2  .  .  .  «). 

Hieraus  folgt:  a .  F'  (s,  z)  =  (p  (s,  z) 

oder 

(n—>    m  —  2\ 
8        ,Z         ) 


17?)  (j  = 


F'  («, .) 


Das  ist  die  Kiemann'sehe  Form  der  Integraiiden 
I.  Gattung.  —  Der  Zähler  (p  ist  an  die  Bedingung  gebunden, 
dafs  für  jeden  Do])pelpuukt  s  =  y„,  2  =  dn     ((>  :=  1,  2  . . .  r) 

11^)  «ir(n.^V)  =  o 

ist,  und  diese  Bedingungsgleiehungen.  in  Verbindung  mit  den 
angeschriebenen  Graden  von  rp  in  .v  und  z   sind   umgekehrt 

auch  ausreichend,  damit  0=  -'-  ein  Integrand  I.  Gattung  sei. 

Nach  SatzlLLV)  giebt  es  bei  irreducibeler  Gruudgleichung 
F^  0  vom  Geschlecht  /•  stets  ;>  =  (m —  1)  (n —  Ij  — r  linear- 
unabhängige Integranden  I.  Gattung.    Die  r  Gleichungen  11'^) 

zwischen  den  [m  ■ — Diu  —  \)  Koeffizienten  von  </i  enthalten 
also  keine  überzählige  Gleichung,  d.  h. 

(n   ■>n\ 
s,z)  =  0    ir- 
reducibel,  so  ist  die  Anzahl  r  und  die  Lage  der 
Doppelpunkte  (7,  (5)  eine  solche,  dafs  sich  unter 
den  r  Gleichungen  IV^j  keine  überzählige  findet. 
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Hieraus  folgt:  das  Glcichungssystcm  II^)  hat  mindestens 

eine,  von  Null  verschiedene  Auflösungsdeterminante  von  der 
Ordnung  r. 

Bezeichnet  man  die  p  linearunabhäugigen  Integranden 
I.  Gattung,  deren  Existenz  und  Ausdrucksform  im  Vorigen 
nachgewiesen  wurde,  mit  lo'i,  id^, . .  .w'^,  so  läfst  sich  jeder 
Integrand  I.  Gattung  iv'  darstellen  in  der  Form: 

189)       w'  =  Cj  iü[  -(-  6'.-,  tü2-\-  .  . .     -}-  Cpicl)  -{-  konstans, 

wo  die  c'j  . . .  Cp  konstante  Koeffizienten  bezeichnen. 

Jeder  dieser^)  linearunabhängigen  Integranden  I.  Gattung 
liefert  ein  Integral  I.  Gattung;  das  giebt  /)  linear  unab- 
hängige Integrale  I.  Gattung 

IV ^  =  jic[dzj  ic^  =  liv'^dz, . . .  lOp  =  jw'pdzj 

durch    welche    sich  jedes  Integral  I.  Gattung  ic  aus- 
drücken läfst  in  der  Form: 

199 j       10  =  c^Wj^  -\-  ('2  w^  -\-  . . .     -\-  CpiCp  -|-  konstans. 

Aus  der  Linearunabhängigkeit  der  jy  Integrale  I.  Gattung 
ip^, . . .  iCp  folgt  aufserdem: 

Satz  Y^)     Die  Gleichung: 

Cj  tüj  -[-  c.j  u'.y  -{-■•.     -\-  Cp  ^'^p  =  konstans 

kann  nur  erfüllt  werden,  indem  man  sämtliche 
Koeffizienten  c^  ...Cp  gleich  Null  setzt. 


§  20.    Die  Periodizitätsuiodulii  der  Integrale 

I.  Gattung. 

Jedes  Integral  I.  Gattung  ic  ist  eindeutig  in  der  einfach 
zusammenhängenden  Fläche  T'  und  besitzt  an  den  Quer- 
schnitten dieser  Fläche  konstante  Periodizitätsmoduln.  Sind 
w^  . .  .xop  p  linearunabhängige    Integrale  I.  Gattung,   und  ist 


P\ 


an  a;: 

+ 

ic^  —  A^x, 

„    h: 

+ 

U\.  ~  By.h 

i^  = 

=  1,2, 

?)    <^/: 

+ 

w^—  0, 
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80  hat 


tr  =  ^c,, .  »V  -j-  konstans 


an  (li,  den  Periodizitätsinodul  Ai  =  ^c^ .  A^xj 


)1        ^i-         V 


n 


p 

x=l 


Figr.  34. 

Hierin  ist  (siehe  Fig.  34): 


y 

h 


w'x .  dz 


B..,= 


a 

a 

ß 


wi .  dz 
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Im  Folgenden  leiten  wir  über  die  Periodizitätsmoduln 
der  Integrale  I.  Gattung  eine  Reibe  von  Sätzen  ab,  deren 
Beweis  auf  der  Anwendung  des  sogenannten  Green 's  eben 
Satzes  beruht. 

Bezeichnen  U  und  V  zwei  reelle  Funktionen  von  a;  und  y, 
die  ebenso  wie  ihre  Derivierten  innerhalb  einer  zusammen- 
hängenden, von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Kurven  C 
begrenzten  Fläche  5,  eindeutig  und  stetig  sind,  so  ist  bekannt- 
lich nach  dem  Green'schen  Satz*): 


JJ  (S)  ''  J  (C) 


WO    die  Integration    links   sich    über    sämtliche   Fläche n- 
elemente    von    S,    die    Integration    rechts    in    positiver 
Richtung  über  sämtliche  Randkurven  C  von  8  erstreckt. 
Es  sei  nun 

fiz)  =  X  +  iY 

eine   innerhalb   ^^  und   auf  ihrem    Rande  C  eindeutige   und 
stetige  Fmiktion  von  z  =  .v  -\-  iy,  so  dafs  Gleiches  auch  von 
ihren  Derivierten  gilt. 
Setzt  man  in  1?) 

so  erhält  man: 

JöX     ÖY        bX    bY\  f 

bX       bY       bX  bY 


bx  bi/  '       by  bx 


*)  Siehe  etwa:    Durege,  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen, 
oder  Neumann:  Abel'sche  Integrale,  pag.  8  und  2G. 
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Die  einzeliK'U  EltMiiente  des  inte^Tals  links  sind  positiv, 
also  auch  das  franzf  Intcfiral.  Dieses  kann  nur  dann  Null 
worden,  wenn  Jcdrs  Element  Null  ist,  d.  li.  wenn  überall  in  «S 

und 


Null  sind.     Zulbljre  2'.')  niiisscn  dann  aber  auch 

bv     ,  b  y 

- —   und     . — 
o.r  o?/ 

überall  in  aS  gleich  Null  sein.     Dies  liefert  den 

Hilfssalz:     ist /(r)  =  A'  +  n' auf  einer  Fläche  5  ein- 
deutig^ und  stetig,  so  hat  das  Integral 

MC) 

in  positiver  Richtung  über  den  Rand  C  von  «S" 
erstreckt,  einen  Wert,  der  stets  positiv  ist 
und  nur  dann  Null  wird,  wenn  f{z)  innerhalb  5 
überall  denselben  konstanten  Wert  hat. 

Die  einfach  zusaninienhüngende  Fläche  T  hat,  wie  der 
vorige  Hilfssatz  es  von  S  verlangt,  eine  geschlossene  Rand- 
kurve, und  in  T'  ist  das  Integral  I.  Gattung  w  eindeutig 
und  stetig.  Auf  T'  und  to  läfst  sich  also  dieser  Hilfssatz 
anwenden.  Ist  daher,  nach  Zerlegung  in  seinen  reellen  und 
seinen  imaginären  Bestandteil: 


49)  w  ^  u  -\-  IC, 

so  folgt:  das  Integral  j(T)U.dv  ist  stets  positiv  und 
nur  dann  Null,  wenn  xo  sich  auf  eine  Konstante 
reduziert. 

Dieses  Randintegral /(T')M(Zy  lässt  sich  durch  die  Periodi- 
zitätsmoduln  von  lo  in   T'  ausdrücken. 

Bedeuten  allgemein  P,  Q  Funktionen,  die,  welches  auch 
ihr  Verhalten  im  Innern  von  T'  sei,  an  den  Querschnittea 
a^,  bx   konstante   Periodizitätsmoduln    haben,    so    zwar,    dafs- 


+ 

— 

+ 

— 

an 

0/.: 

P 

■P  — 

«/., 

Q- 

■Q  = 

< 

+ 

— 

+ 

— 

j> 

h: 

-1- 

-P  = 

■■ß>., 

Q- 

+ 

-Q- 

ß\, 

n 

C/: 

P  — 

-P  = 

■0, 

Q- 

-Q- 

■0, 
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sei,  so  ist  (Fig.  34) 


P.dQ 

(T) 


P.dQ^P.dQ)^ 


h\  {p.dQ  —  P.dQJ 


+  /     c\  [P.dQ  —  P.dQn 

J  '"  IA  I 


+ 


Da   an    allen    Querschnitten  dQ  =  dQ  ist,   so    erhalten 
wir,  wenn  wir  dafür  karz  dQ  schreiben: 


P.dQ=.  2J 


y 
b 

ß 


a-p) 


dQ 


(p^p)dQ  — 


(p_7^)(?qI 


und  zufolge  der  Periodizitätseigenschaften  von  P: 


P,dQ=y{''^-l 


P 

y 


dQ  —  ß, 


dQ] 


Berücksichtigt  man  schliefslich,  dafs 


ß'^=^ 


dQ,a[==l  \b 


dQ 


ist,  80  ergiebt  sich  das  Resultat: 


5?) 


p 

2 

/  =  1 


p.dQ  =  2;(ccx.ß'x'-cc[ß,). 

(D 
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Wendet    man    dies    an    auf    das    Intefjral    1.  Gattung 

tc  =  u -[-*'■  mit  den  Periodi/.itätseigen.scliaften: 

+       - 
an  rt; :  tc  —  iv  =  A^_  =  «;.  -j-  {a[, 

+       - 
so  erhält  man: 


6?)  /  ndv=    y{a,.ß'x  —  a[.ß-:), 

J  m  '■  =  • 

und  der  obige  Hilfssatz  liefert  den 

SStZ  I")       Besitzt  das  Integral  1.  Gattung  w 

an  a,  den  Periodizitätsmodul:  .4^  ==  «; -|- ia^, 

so  ist  die  Summe 


p 


(«A  .ß\  —  a\.  ß;) 


stets   positiv   und  wird   nur  dann  Null,  wenn  w 
sich  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Bemerkung:  Bildet  man  T'  mit  Hilfe  von  w  =  xi-\-iv 
auf  eine  if- Ebene  ab  mit  der  Abseissenachse  u  und  der 
Ordinatenachse  r,  so  liefert /'y,  wo? v  oder   ^{cx)_ß[  —  c([ .  ßx) 

den  Flächeninhalt  des  Bildes  von   T'. 

Aus  Satz  1?)  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Folgerungen. 

Die  Summe  ^(ccy.ß'/.  —  «;./?;.)  wird  Null  u.  a.: 
/. 

1?)  wenn  alle  «;.  und  alle  a\,  also  auch  alle  A)_  gleich 
Null  sind; 

29)  wenn  alle  /i;.  und  alle  ß\,  also  auch  alle  J5;.  gleich 
Null  sind; 

3?)  wenn  für  p  Werte  von  '/.  entweder  «>.  =  a\  =  0 
oder  ßx  =:/:?;_=:  0  ist; 

4?)  wenn  alle  «;.  und  alle  ß}_  gleich  Null  sind,  tv  also 
nur  rein  imaginäre  Periodizitätsmoduln  besitzt; 

Landfriedt,    Theorie  d.  ulgebr.  Fnnkt.  11 
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5?)  wenn  alle  a'i  und  alle  ß[  gleich  Null  sind,  und  w 
daher  nur  reelle  Periodizitätsmoduln  besitzt; 

69)  wenn  an  einigen  Querschnitten  «;== /J;^  =  0,  und 
an  allen  andern  a[  =  ß\  =  0  ist. 

Auf  Grund  von  Satz  I*? )  folgt  hieraus  unter  anderm : 

Folgerung"  19):  Besitzt  ein  Integral  I.  Gattung  iv  an /> 
von  den  2p  Querschnitten  «/,  ^>/.  Periodizitäts- 
moduln, die  =0  sind,  so  reduziert  lo  sich  auf 
eine  Konstante. 

Folgerung"  II?):  Sind  die  Periodizitätsmoduln  eines 
Integrals  I.  Gattung  lo  entweder  alle  rein  reell, 
oder  alle  rein  imaginär,  so  reduziert  w  sich 
auf  eine  Konstante. 

Wendet  man  diese  Folgerungen  auf  den  Fall  ;:>  =  1 
an,  so  erhält  man  bekannte  Kesultate.  —  Alle  Integrale 
I.  Gattung  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch  eines  derselben, 
IV,  ausdrücken,  und  dieses  hat  nur  zwei  Periodizitätsmoduln 
A  und  B. 

Aus  Folgerung  I?)  ergiebt  sieh  dann:  weder  -4  noch -B 
darf  Null  sein. 

Aus  Folgerung  119)  ergiebt  sich:  das  Verhältnis  ^  darf 

nicht  reell  sein;  denn  sonst  würde  — p  ein  Integral  I.  Gattung 

sein,    von  dessen  Periodizitätsmoduln  der  eine  =  1  und  der 
andere    ebenfalls    reell   wäre,    was    bei  nicht  konstantem  w 

unmöglich  ist.     Das  Verhältnis  -j^  muss  also  eine  komplexe 

Konstante    sein,    von    der   zwar  der   reelle,   nicht   aber   der 
imaginäre  Bestandteil  verschwinden  darf. 

Aus  Folgerung  I?)  ergiebt  sich  ferner: 

Satz  11^)  Ein  Integral  I.  Gattung  rr  ist,  bis  auf  eine 
additive  Konstante,  vollständig  bestimmt,  wenn 
p  Periodizitätsmoduln  desselben  an  irgend  p 
von  den  2p  Querschnitten  a^,  h^  gegeben  sind, 
vorausgesetzt,  dafs  diese  pPeriodizitätsmoduln 
nicht  alle  Null  sind. 
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Beweis:  Ilalieii  /.wt'i  lutejirrale  I.  Gattuii};  u-  und  U'  an 
denselben  ;>  Qiicrsi'linittcn  dieselben  Periodizitätsnioduln,  so 
ist  die  Difl'erenz  w  —  \V  ein  Intejrral  I.  Gattung;,  das  sich 
nach  FolfreruniT  I? )  auf  eine  Konstante  reduziert,  ic  nnd  W 
können  sich  daher  nur  um  eine  konstante  Oröfse  unter- 
scheiden. 

Ebenso  erhält  man  aus  Folgerung  11''): 

Satz  lll  )  Ein  Integral  I.  Gattung  ir  ist,  bis  auf  eine 
additive  Konstante,  vollständig  bestimmt,  wenn 
die  2p  reellen  oder  die  2p  rein  imaginären 
Bestandteile  seiner  sämtlichen  Periodizitäts- 
moduln an  allen  2]>  Querschnitten  a;, /';.  gegeben 
sind. 

Die  Sätze  11'.')  und  IlI'?)  zeigen,  dafs  die  2}^  Periodizitäts- 
moduln eines  Integrales  I.  Gattung  nicht  von  einander  unab- 
hängig sind.  Aber  auch  zwischen  den  Periodizitätsmoduln 
je  zweier  Integrale  I.  Gattung  l\\,  W^  besteht  eine  Beziehung, 
die  wir  ableiten  wollen. 

Bildet  man  das  Integral 

in  positiver  Richtung  über  den  Rand  von  7^  erstreckt,  so 
ist  nach  Gleichung  5".*): 

/,r)  W^  .dW,=.   y<A,,B,,  -  A,,  5,,), 

wenn  ^1^,-02;.  die  Periodizitätsmoduln  von  W^i,^2Aj-^2>c  die 
von  Wj  an  a;.,  &;.  bezeichnen.  Andererseits  ist  aher  auch 
nach  einem  Satze  von  Cauchy: 

\kT)  ^1  .d^c,=^  2ni  mal  der  Summe  der  Residuen  von 

d  W 
W.  .  --P-  in   T\ 
'       dz 

dW      . 
und    diese   Residuensumrae   ist   Null,    da   W^  .      ,  ^    in    T' 

dz 

überhaupt  kein  von  Null  verschiedenes  Residuum  besitzt.  — 

Wir  haben  so  den 

11* 


164  III-  I^iö  Integrale  der  Klasse. 

Sdil  lY?)    Zwischen  den  Periodizitätsmoduln  J.^;,  B^;i 

und  Aon,  Bii.  (^  =  1,  2...p)  zweier  Integrale 
I.  Gattung  W^  und  W^  besteht  die  bilineare 
Beziehung: 

7?)  y:{A,,B,,-A,,Bn)  =  ^. 

Zwischen  den  2p-  Periodizitätsmoduln  von  p 
linearunabhängigen  Integralen  I.  Gattung  be- 
stehen also  -^pip — 1)  solcher  bilinearen  Re- 
lationen. 

Die  Beziehung  7?)  ergiebt  sich  auch  sehr  leicht  direkt 
aus  dem  Green'schen  Satze. 

Mit  Hilfe  des  Schlufssatzes  des  vorigen  Paragraphen 
wollen  wir  nun  noch  ein  für  das  Folgende  wichtiges  Resultat 
ableiten. 

Bezeichnen  w^. . .  iVy . . .  iv^,  irgend  p  linearunabhängige 
Integrale  I.  Gattung  mit  den  Periodizitätsmoduln  Ay,,  B^i 
(^x,  A  =  1,  2  . . .  p),   so    stellt  jeder  Ausdruck   von   der  Form 

10  =  Cj  w»j  -|-  Cj  ^^2  ...      -[-  c_p?f7p  -j-  konst., 

worin  die  c  konstante  Koeffizienten  sind,  wieder  ein  Integral 
I.  Gattung  dar.  Diese  Koeffizienten  c^  . . .  Cp  denken  wir  uns 
nun  so  bestimmt,  dafs  die  Periodizitätsmoduln  von  r^  an  p 
beliebigen  Querschnitten,  etwa  an  a^,a^...ap  gleich  Null 
werden.  Die  entsprechenden  Werte  von  c^^. . .  Cp  sind  dann 
die    Wurzeln    der  p  linearen    und   homogenen   Gleichungen: 

'"111  "T"  ^-2    21  "I    •  •  •      ~r  ^pApi  =  ü, 

^1       12  "1"  ^2       2  2      \      •  •  •  l     ^p-^P2  ^^  "' 


^1       IP     ]'  ^'2       -iP  ~\~  "  '  *         "1      ^'p  '       PP  ' 

Werden  c^  . .  .Cp  hieraus  berechnet,  so  reduziert  sich  w, 
nach  Folgerung  I?),  auf  eine  Konstante.  Dies  ist  aber  nach 
dem  8chlufssatze  des  vorigen  §  nur  möglich,  wenn  alle 
Koeffizienten  (\  . .  .Cp  Null  werden.  Die  Wurzeln  des  vorigen 
Gleichungssystems  sind  daher  alle  =  0,  und  dies  ist  nur 
möglich,  wenn  die  Auf lösungsdeterminante : 


§  '20.    Die  Periodizitätsmoduln  der  Integrale  I.  Tiattuug. 

A. 


1G5 


89) 


J  = 


-'"'ii  -'21 


'PI 


4      A  1 

^      ^  4 

Null    verschieden 


ist.      Dies 


giebt 


den 


des    Systems    von 
wichtigen 

Satz  Y")  Die  Determinante  J  der  Periodi/itäts- 
modiiln  von  y  liuearunahhängifren  Integralen 
1.  Gattung  an  />  beliebigen  der  2/*  Querschnitte 
o;,  bx{'/.=^l,2. .  .p)  ist  stets  verschieden  von  Null. 

Ans  diesem  Satze  folgt  unmittelbar,  dafs  wir  die  Koeffi- 
zienten '.",  . . .  Cp  so  bestinnnen  können,  dafs  das  Integral 

IC  ^r=  Cj  H'j  -}-  c,  ?r.,  -[-•••     "T  <^p"'p  "f~  konstans 

an  ;>  willkürlich  gewählten  Querschnitten  a^,  oder  />;.  vor- 
geschriebene Periodizitätsmoduln  erhält,  nur  dürfen,  wenn 
w  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzieren  soll,  diese  p 
Periodizitätsmoduln  nicht  alle  =:  0  sein.  Ist  so  über  die 
c^...Cp  Verfügung  getroffen,  so  ist,  in  Übereinstimmung 
mit  Satz  II? j  dieses  Paragraphen.  "•  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmt;  namentlich  sind  auch  die  übrigen  p 
Periodizitätsmoduln  von  tr  bestimmt. 

Dieser  Satz  läfst  sich  umkehren.  \Mr  gehen  jedoch 
hierauf  nicht  ein.  Avollen  vielmehr  hier  noch  mit  kurzen 
Worten  auf  den  Zusammenhang  hinweisen,  der  zwischen  der 
gegenwärtigen  Theorie  und  der  Theorie  der  periodischen 
Funktionen  besteht. 

Es  seien 


io^,to^, 


w„ 


p  linearunabhängige  Integrale  I.  Gattung,  deren  Periodizitäts- 
moduln durch  das  Schema: 


9?) 


a^      a«  . 

■  .        ß/.  . 

.  .       ttp 

\      h... 

h,. 

.     h 

"'2 

^^11  ^12  • 
^21  ^22  • 

•  •  A.-,p 

■^•21  -^22  •  • 

Bn  . . 
.  B,, . 

'  ^iP 
■  ^iP 

Wf^ 

."1         ."-2    • 

•  A,ip  . 

•  •  ■''^iip 

^,"1    ^"2   •  • 

BfO.  • 

•  Bap 

Wp 

PI        P-2   • 

•  Ap;.  . 

4 

Bp^  Bp^  . . 

Bpi. . 

.  .Bpp 
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gegeben  seien.  Das  System  der  mit  den  2  p  ganzen 
Zahlen  g^  .  .  .  g^,  h^ . . .  hp  gebildeten  p  Ausdrücke: 

10«)    {gh\,  =  yjigiA^,  +  /0.-S,;.),         (^^  —  1,  2  . .  .  jj) 

heifst  dann  ein  System  von  zusammengehörigen  oder 
simultanen  Periodiziätsmoduln  der  p  Integrale 
w^. . .  Wp,  weil  diese  Integrale  «v,  wenn  man  sie  längs  des- 
selben Integrationsweges  zwischen  denselben  unteren  und 
oberen  Grenzen  erstreckt  denkt  und  als  Funktionen  ihrer 
oberen  Grenze  auffal'st,  sich  (siehe  §  18)  gleichzeitig  um 
Ausdrücke  von  der  Form  10?)  ändern,  wenn  man  ihren 
Integrationsw^egen  gleiche  Änderungen  erteilt. 

Angenommen  nun,  es  sei  gelungen,  eine  Funktion 

von  p  unabhängigen  Variabelen  .«,...  .«j,  herzustellen,  welche 
die  Eigenschaft  hat: 

1  ■')  eine  einwertige  Funktion  von  .x^  . . .  Xp  zu  sein,  und 
2?)  periodisch  zu  sein  gemäfs  der  Gleichung: 

11  ?)  f/) [x^ -\- igh\,  Ä'„  +  igh),,  ...Xp-^r  {gh)p]  =  cp(x„x^... Xp). 

Die  Funktion  (p  ist  dann  2p-fach  periodische  Funktion  von 
x^  . . .  Xp^  und  ihre  Perioden  sind  die  2  p  Periodizitätsmoduln 
von  tii^...iOp,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  in  119) 
von  den  2  p  ganzen  Zahlen  g^  -  .  •  gp,  h^  . .  .  lip  der  Reihe 
eine  gleich  1  und  alle  übrigen  gleich  0  annimmt.  —  Dafs 
es  solche  Funktionen  (p  giebt,  folgt  aus  der  Theorie  der 
höheren  i9--Funktionen ;  dafs  einwertige  Funktionen  von  p 
unabhängigen  Variabelen  höchstens  22?-fach  periodisch  sein 
können,  hat  zuerst  Hermite  (1843),  später  Kiemann  be- 
wiesen. 

Denkt  man  sich  nun  in  ip  an  Stelle  von  x^. . .  Xp  die 
linearunabhängigen  Integrale  w^. . .  iVp  eingesetzt,  so  erhält 
man  aus  11?): 

12 ?)       rp  K  +  (9 ^^K  j  ■  •  •  '^P  +  (^ ^Op]  =  (f  C^'i  r  •  •  •  ^^p)- 

Als  einwertige  Funktion  der  in  T'  eindeutigen  Integrale 
w^. ..  Wp  ist  rp  (w^  . . .  lOp)  in  T'  eindeutig;  die  Gleichung  12  ]) 
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sajrt  aber  weiter  aus.  dafs  f/^(?r,  .  ..  iCj,)  auch  in  7'  eindeuti«: 
ist.  wofern  der  Inte^n-ationsweg:  in  7' für  alle  ;>  Inte- 
jrrale  der  nämliche  ist.     Dies  pebt  den 

SMZ  YI"|  Eine  einwerti<::e  Funktion  von  p  un- 
al)li:in^igen  \'arial»el<'n,  die  2y'-fach  periodisch 
ist,  und  deren  27>  Periodensysteme  die  Systeme 

>i  .      1  .  4   ■ 

r>  Ti  r>  l'-  —   Ij   ^  .  .  '  P) 

J^l).'    -"2/.)   •  •  ■  J*p).' 

der  Periodizitätsnioduln  von  p  linearuiiabhängi- 
gen  Integralen  ii\...n'p  sind,  verwandelt  sich 
in  eine  wie  T  verzweigte  Funktion  von  z^ 
wenn  man  an  Stelle  der  ursprünglichen 
Variabelen    diese  p  Integrale   I.  Gattung   setzt. 

Über    eine    llmkehrung    dieses    Satzes    siehe :     Theta- 
funktionen  u.  hyi)erellii)tische  Funktionen  §  9,  Satz  19). 


§  21.    Die  p  Noriiialintegrale  I.  Gattung. 

Wie  schon  im  vorigen  Paragraphen  ])emerkt  wurde, 
können  wir  durch  geeignete  Verfügung  über  die  Koeffizienten 
Cj  . . .  Cp  jedem  Integrale  I.  Gattung 

IV)  w  =  fj?rj  -]-...-[-  CpiCp  -f-  konst. 

p  Periodizitätsmoduln  nach  Belieben  vorschreiben,  nur  dürfen 
diese  Moduln  nicht  alle  gleich  0  sein.  Diese  Möglichkeit 
benutzen  wir,  um  Integrale  I.  Gattung  mit  mögliehst  ein- 
fachen Periodizitätseigenschaften  herzustellen. 

Wir  bilden  /»Integrale  I.  Gattung: 

Z  .  j  tij  ,    .  .  .   M„  ,   .  .  .  Up , 

indem  wir  die  Koeffizienten  c^  . .  .  Cp  so  bestimmen,  dafs 
u^^  (|tt  =  1,  . . .  p)  an  allen  Querschnitten  a>.  (Ä  ^  (U)  den 
Periodizitatsmodul  0,  an  «„  aber  den  Modul  7t  i  hat.  Die 
p  so  erhaltenen  Integrale  I.  Gattung  u^  . . .  Up  heifsen  die 
p  Normaliutegrale  I.Gattung.  Bezeichnen  wir  allgemein 
den  Periodizitatsmodul  von  Uu   an  b;,  mit  aa;i,    so  wird  das 
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System  der  Periodizitätsraoduln    der  p  Normalintegrale    dar- 
gestellt durch  das  Schema: 


3?) 


«1 

a.-,  . . . 

a,,  . . . 

a^ 

h 

^•2 

. . .  K 

...  bp 

u^ 

71  i 

0  ... 

0  ... 

0 

«11 

«1-2 

•  •  •   (^lu 

.  .  .  (Xip 

^'•2 

0 

711   ..  . 

0  ... 

0 

«•21 

«2-2 

.  •  a-if, 

•  ■  ■  <^2p 

«,t 

0 

0     ... 

Tci  . .  . 

0 

a«i 

«»2 

•    •    ^Ufl 

•  •  •   ^up 

Up 

0 

0  ... 

0   ... 

7t  i 

%i 

Opl 

•  ■    ^Pft 

•  •  •   ^pp* 

Die  Normalintegrale  u^  . . .  Ua  . . .  «^  lassen  sich  leicht  durch 
die  als  gegeben  angenommenen  linearunabhängigen  Integrale 
10^  ...  lOa  .  .  .  tOp  und  die  Periodizitätsmoduln  A^a ,  ß^ix 
{f.1^  l=i^2...p)    derselben    ausdrücken.      Versteht    man 

nämlich  unter  dem  Symbol  („)  die  Null  oder  die  Einheit,  je 
nachdem  A  i^^  ^t  oder  1  =  /.i  ist,  so  müssen  zur  Herstellung 
von  tiu  die  Koeffizienten  c^  . . .  Cp  bestimmt  werden  aus  dem 
Gleichungssystem : 

^'l  Al  +  ^2  ^21  +  •  •  •  +  ^fc-^fcl  +  •  •  •  +  Cp'-'^pl=  (        J^h 


s^Aip-\'C^.A2p-\- . . .  -f  CkAj,p-\-.  -'-\-CpApp=^U'\ 


7t  l. 


Bezeichnet  man  die  Subdeterminanten 


{k,l=\,2...p) 


der  Auflösungsdeterminante  J  dieses  Gleichungssystems  mit 
jd-kXi  so  ergiebt  sich: 

^  .  Cjf  =  7t  i  ,  Jjifit         (^'  =  1,  2  . . .  p) 
und  hieraus: 


7t  % 


4  9)  Uf_,  =  -—  {Ji  ,„  w^  -\-  J'i  u  M-'a  +  . .  •  +  -^p ,.<  «'1^)  +  konst. 

für  /i  =  1,  2  . .  .p. 
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Es  jrilt  ferner  der 

SftlZ  r)       Die  p  Norinalintegralc    I.  Oattniifr  '/,...  j/p 
sind  linearunahhiiD'ri'r. 


'r  'r- 


Beweis:  Bestünde  zwischen  //,  . .  .  iip  eine  Beziehung: 
von  der  Form 

t\  u^  +  C  «2  +  •  •  •  ~l~  ^p  "p  =  konst., 

wo  die  Koefizit-nten  C^ .  .  .Cy,  nicht  alle  gleich  Null  sind,  so 
p 

hätte  ^  C;.  «>.  am  Querschnitt  o„(p=l,...p)  den  Periodizitäts- 

/.—  \ 
modul    Null;    dieser  .Modul    ist   aher  andererseits  =:  C, .  7t  i. 
Es    mlifsten    also    alle    Koeffizienten    C„  ((>  =r  1  .  .  .  p)  gleich 
Null  sein.    Die  Annahme,  die  Integrale  u^...Up  seien  nicht 
linearunahhängig,  schliefst  daher  einen  Widerspruch  in  sich. 

Aus  4?)  folgt  weiter: 
59)    a„;  =  ^{Ji„  .  5,,  -{-•-/,„  .  ß,,  +  . . .  +  ^^,  .  Bp,), 
und  durch  Vertausch ung  von  //  und  ). : 

TT  l 

^^. )    «/ u  =  —j-  i-fi /.  •  ßu,  +  -/•> ;.  •  -02.«  +  •  •  •  ~h  -^p /■  •  -^P") 5 

wo  die  Klammerausdrücke  sich,  wie  leicht  ersichtlich,  auch 
in  Determinantenform  schreiben  lassen.  —  Für  diese 
Periodizitätsmoduln  gilt  der 

Satz  in      Es  ist: 

6?)  ««;.  =  a/.«. 

Beweis:  Nach  Satz  IV?),  §  20  besteht  zwischen  den 
Perioditätsmoduln  zweier  Integrale  1.  Gattung  W^  und  W^ 
die  bilineare  Beziehung: 

Nimmt  man  für  \\\  und  W^  die  zwei  Normalintegrale 
Uu  und  ?//.,  so  reduziert  sich 

p 
^  A 1 ;.  Bo ;.  auf  7t  i  .  ai  „ , 
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und 

p 
^  Ao/.  B^y  auf  71  i .  a,,  x. 


/.  =  1 


Die  obige  Beziehung-  lautet  also  jetzt: 

^  i  («;. ,.,  —  «u ;.)  =  ö, 
oder  a„  ;.  =  «;.  „ ,  w.  z.  b.  w. 

Um  eine  weitere  wichtige  Eigenschaft  der  Periodizitäts- 
moduln  der  p  Normalintegrale  u^. . .  Up  abzuleiten,  bildeü 
wir  das  Integral  I.  Gattung: 

worin  c^...Cp   reelle    Grofsen   seien.      Bezeichnen,    in    ihre 
reellen  und  imaginären  Bestandteile  zerlegt, 

die  Periodizitätsraoduln  von  xo  an  a;.,  /';.,  so  ist 

cf;.  -|-  ia\  =  Cj_ .  7ti,         d.  h.  a^  =  0,  a-t  ==  tt  .  c^, 

p 

ßx-\-iß'x  =    yjc,^  a,,x. 

Bildet  man  mit  diesen  Periodizitätsmoduln  die  Summe: 

;.  =  1 
so  reduziert  sich  dieselbe  auf: 

p 

71  .  2'C;.  .  ßx 

'/.  —  1 

oder,  wenn  wir  mit  or,, ;.  den  reellen  Teil  von  a„ ;.  bezeichnen,  auf 

p      p 

79)  —  71 .    y    ya„  i  .  ci .  Cu . 

Nach  Satz  I?),  §  20  ist  aber    y{piiß\—a\ß-;)  stets  positiv 

;. 
mid  nur  dann  Null,  wenn  w  sich  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Die  Dop}3elsumme 

p        V 
(j \^     \T 

/  =  1    ((  — -  1 


§  L'l.    Die  p  Noruialiutegrale  I.  Gattung.  171 

ist  also  stets  ii('irati\  und  wird  nur  dann  Null,  wenn  alle 
Koeffizienten  <\...Cj,  Null  sind.  Als  Fiinktiun  von  *•,...  r^ 
auf^cfalst,  ist  5  eine  roellc  (juadratisclie  Form  dieser 
Koeftizienten,  und  zwar,  da  sie  nur  dann  Null  wird,  wenn 
alle  Variabelen  r, . , .  t-p  Null  werden,  eine  vollständig:e 
Form.  —  ^^'ir  haben  so  den  für  später  sehr  wiehtiuen 

SStZ  III  )  Bezeichnet  o,,;.  den  Periodizitätsniodul 
von  i(„  an  /*;.,  und  bedeuten  c, .  . .  c,,  reelle 
Gröfsen,  so  ist  der  reelle  Teil  von 

p     p 

,^^       ■  "i(  /.  -/.  -II 
/.  =  1  11  =  1 

eine  vollständiire   ne^-ative    (luadratische  Form 
der  p  reellen  Varialx'len  <\...Cp. 

Dieser  8at/  wird  später  bei  der  Frag-e  nach  der  Kon- 
Tergenz  der  Rieniann'schen  Thetareihe  aussebiaiiii-ebend  sein. 

Die  im  Vorii^en  eingeführten  Normalintegrale  1.  Gattung 
?/,  ...  Hp  enthalten  jedes  noch  eine  verfü2:l)are  Konstante. 
In  späteren  Untersuchungen  werden  wir  öfters  zur  Verein- 
fachung der  Resultate  über  die  in  jedem  Xormalintegrale  m« 
enthaltene  Konstante  so  verfügen,  dafs  die  u  Werte,  die  u^^ 
in  den  n  unendlich  fernen  Punkten  von  7"  annimmt,  die 
Null  7.ur  Summe  haben.  Die  Normalintegralc  sind  dann 
vollständig  bestinnnt;  wir  nennen  sie  mit  Christoffel  die 
definitiv  normierten  Integrale  1.  Gattunsr. 

Das  System  der  Normalintegrale  v^  ...  n^,  ist  nicht  das 
einzige,  das  sich  zu  einer  gegebenen  Fläche  T'  konstruieren 
läfst.  Ordnet  man  die  erste  Determinante  der  Periodizitäts- 
modulen  des  Schemas  3'.')  nicht  den  />  Querschnitten  a;, 
sondern  beliebigen  p  Querschnitten  aus  der  Reihe  a;,  />;. 
{1  =  1...  p)  zu,  so  erhält  man  ])ei  fest  angenommener  Lage 
der  2p  Querschnitte  a;.  6;  im  ganzen: 

(^.         2p{2p-l)...(p-i-l) 
^^^"^^  = 1.2.3 p 

Systeme  von  je  p  Normalintegralen  1.  Gattung.     Aufserdem 

aber    läfst   sich  das  System  der  2p  Querschnitte  a;,  />;.  auf 

00 -viele    Arten  durch    ein    anderes    äquiv^alentes    ersetzen, 

das   T  ebenfalls  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
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T'  verwandelt;  zu  jedem  dieser  Querschnittsysteme  gehört 
dieselhe  endliche  Anzahl  (2;))p  von  Systemen  von  Normal- 
integralen I.  Gattung  und  also  auch  von  Periodizitäts- 
modulen  a,,;.  Die  Theorie  der  linearen  Transformation 
(oder  auch  der  unendlich  vielen  Formen)  der  Thetafuuktion 
gründet  sich  auf  das  eingehendere  Studium  des  Zusammen- 
hanges zwischen  den  zu  zwei  verschiedenen  kanonischen 
Querschnittsystemen  gehörigen  Normalintegralen  I.  Gattung 
und  Periodizitätsmodnln  a,,;. 


§  22.    Das  Christoflfersclie  Integral  P(o,  f).*) 

Aufser  den  Xormalintegralen  I.  Gattung,  deren  Existenz, 
und  Konstruktion  wir  in  den  letzten  drei  Paragraphen  nach- 
gewiesen haben,  sind  die  einfachsten  Integralfuuktionen  die- 
jenigen, die  wir  als  Integrale  II.  und  UI.  Gattung  früher 
definiert  haben.  Um  zu  ihnen  zu  gelangen,  konstruieren 
wir  zunächst  ein  von  Christoffel  in  die  Theorie  der 
Abel'schen  Funktionen  eingeführtes  Integral  der  Klasse  mit 
speziellen  Unstetigkeitseigenschaften;  aus  demselben  ergeben 
sich,  wie  w'ir  später  sehen  werden,  auf  sehr  einfache  Weise 
die  sogenannten  Normalintegrale  IL  und  III,  Gattung.  — 
Wir  stellen  uns  fol2:ende 

Aufgabe:  Eine  Funktion  t  der  Klasse  so  zu  be- 
stimmen, dafs  ihr  Integral  J=lTdz  in  T  über- 
haupt nicht  algebraisch  unstetig  wird  und 
logarithmische  Unstetigkeiten  nur  besitzt  in 
einem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte 
f  (,s  =  0,  r  =  c)  und  in  den  n  unendlich  fernen 
Punkten    von    7\    so   zwar,    dafs 

in  a(o^'C\:   J  ^=  G  Aog  {~  —  ^) -[- functio  continua, 
in  0G^(/.  =  l...rt):  J==  .ff .  log  c -j- functio  continua      ist. 

Soll  J  diese  Eigenschaften  besitzen,  so  mufs  der  Inte- 
grand  t  folgende  Bedingungen  erfüllen: 


*)  Die  Ausführungen  dieses  Paragraphen  schliefsen  sich  eng  an 
eine  Vorlesung  von  Christoffel  über  Abel'sche  Funktionen  an.  Siehe 
aufserdem:  Christoffel,  Brioschi's  Annalen.     Ser.  2.  t,  X,  1880. 
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1*1)  im  Endlichen  iiiufs 

in  f:  ^=1 IT -f- funct.  cont. , 

und  fUr  jeden  andern  Tunkt  c  =  a:  lim  (c  —  a)r=0  sein. 
2*1)  in    cc^(y.=  l /()  niufs 

^  =  —  +  Tä  +  ^  +  •  •  •  sem. 

Dazu  koninit  noch  nach  Satz  1\\).  §  12,  die  Bedingung 
3°)  G  =  7i  II. 

Im  Folgenden  nehmen  wir  G  =  1  an;    nach  S'])    mufs 
dann  H  =  -    sein. 

71 

Zur  Lösung  unserer  Aufgabe  bilden  wir  nun  den  Ausdruck: 

PI  w,  r/  -^         V«-    _^^^) 

AJ  V(S~)  =  ^^  ^-  T~~;~^' 

worin  i  einen  beliebigen,  fest  angenommenen  Parameter 
bedeutet,  während  ^Sj  ...«;,...  .s„  die  einem  beliebigen  z 
entsprechenden  Werte  von  s  und  Tj  . . .  T;,  .  . .  t„  die  gleich- 
zeitigen Werte  von  t  bezeichnen. 

Da     F  (t.  z)  =  cpf^  {t  —  s^)  {t  —  s.-,) . . .  {t  —  s„)     ist, 

so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs 

AO)  i//  (s„ ,  z)  =  T., .  F'  (5„ ,  2),     für  ii  =  l,2...n 

oder  V^  («,  ~)  =  ^  •  ^'  («j  -)       ist. 

Der  Ausdruck  ip  {t,  z)  liefert  uns  also,  nachdem  wir  ihn  auf 
Grund  der  von  r  zu  erfüllenden  Bedingungen  ausgearbeitet 
haben,  eine  Darstellungsform  für  r.  —  Wir  untersuchen 
xp  {t,  z),  unter  Berücksichtigung  der  für  r  aufgestellten  Be- 
dingungen, als  Funktion  von  t  und  als  Funktion  von  z. 

ftO)   ip(t,z)  als  Funktion  von  i. 

Aus    F  {tj  z)  =  ff^  .(t  —  Sj ) . . .  (^  —  s„)    folgt ,    dafs    in 

F(t  z) 
jedem  Summanden  von  ifj  (<,  z)  der  Faktor ^^  eine  ganze 


c' 
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Funktion    von  t    vom  Grade    ?i  —  1  ist;    dasselbe    gilt    also 
auch  von  ip  {t,  z),  so  dafs  wir  schreiben  können; 

ao)  ip  {t,z)  =  F.^n-i  +  P;  ^»-2+  . . .  +F„-:, 

wo  die  Koeffizienten    T, . . .  T'„_i   nur  noch  Funktionen  von 
z  sind.     Der    erste   Koeffizient   V  dieser  Entwickelung   läfst 
sich  folgenderweise  bestimmen. 
Aus 

n.^ .  ^ . . .  +  F„_ .  =  iv, .  y..W-(<-.^,)---ft-0 

fols't  zunächst 


n 


^  =  'Po  (-)  •  w  7;.  =  To  (-)  •  5 . 


/f=  1 


Die  Summe    5=^7:;,  ist ; 


z=  1 


1)  einwertige  Funktion  von  z,  denn  ihre  Summanden 
vertauschen  nur  ihre  Reihenfolge,  wenn  z  in  der  kom- 
plexen Zahlenebene  einen  Ringweg  beschreibt; 

2)  sie  wird  im  Endlichen  nur  unstetig  im  Punkte  €, 
und  zwar  ist  für  z  =  l,  s  =  a: 


S 


zr  4-  functio  cont.  ^ ^  4-  S^ , 

z —  L.  z  —  C 


wo  5^,  ebenso  wie  S,  einwertige  Funktion  von  z  ist,  die 
aber  im  Endlichen  nie  unstetig  wird,  also  eine  ganze 
Funktion  von  z  ist. 

Nun  ist  für  ^  =  oo : 

^.  =  --Y  +  -.2-  +  -p^+--    ' 

und  daher       5  = 1 ^  -| ^  -}-•••? 

Z  Z*"  Z 

1  ^v  l'v'  1 


oder,  wenn  man  er  nach  Potenzen  von  z  entwickelt: 


2-' 
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5,  verschwindet  also  für  c  =  oc.  Als  «raii/.e,  nirjrends  un- 
stetige Funktion  von  c  ist  daher  N,  eine  Konstante,  und 
zwar  =  0,    da    sie    im  Unendlichen    verschwindet.     Hieraus 

und 

b?)  y=f.«ß. 

j89)  ip{t,z)  als  Funktion  von  :: 

Als  Funktion  von  :  ist  ip  {t, :) : 

1'.')  einwcrtiir;  heschreibt  nämlich  :  in  der  komplexen 
Zahlenebene  einen  l{inj:w?i;-,  so  bilden  die  Endwerte  der  ••»•;. 
eine  Pennutati(»n  der  Anfang:swerte,  und  die  Endwerte  der 
Tx  dieselbe  Pernuitatiou  ihrer  Anfangswerte;  ein  solcher 
Ringweg  führt  also  i/'  (t,  z)  zu  seinem  Anfangswerte  zurück. 

2'.')  rational;  die  n  Summanden 

F{t,z) 

t    Sy_ 

sind  algebraische  Funktionen  von  r,  werden  also  nur  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  und  nur  zu  endlicher 
Ordnung  00;  als  einwertige  Funkton  von  z  ist  daher  ip{t,z) 
rational  in  z. 

Um  ij.!  weiter  ausarbeiten  zu  können,  ziehen  wir  die 
für  T  vorgeschriebenen  Unstetigkeitsstellen  in  Betracht. 

Liegt  der  Punkt  e  (a,  Q  im  Blatte  Ey  von  T,  so  ist 
nach  den  Forderungen  unserer  Aufgabe : 

int:   T,.  = rr  -\-  functio  cont., 

und     Tjj . .  .  r,,_  1 ,  Ty^i .  .  .Tn  stetig. 

Es  ist  daher: 

F  (t  z) 
ip  [tjz)  =  T^ .  —  '       -\-  functio  cont. 

t  Sy 

und 

hm  {z  —  Q  .ip  (t,  z)  =  hm  (z  —  l)  .  r, .  — 


t  —  Sy  t  —  a 
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ip{t,z)  wird  somit  2:leich    co^  im  Punkte  e  (ff,  C)  und  es  ist: 

m)  ip  [t,  z)  =  ^^  .  ^  +  rp,  {t,  z) . 

Bedenkt  man,  dafs  für  alle  endliehen  Werte  2;  = « ^  ^ 
überall  lim  [z  —  «)  t  =  0  sein  mufs,  so  folgt :  ip^  ist  im 
Endlichen  überall  stetig  und  daher,  da  es  ebenso  wie  ifj 
einwertig  ist,  eine  ganze  Funktion  von  z. 

Die  weitere  Untersuchung  von  ip  {t,  z)  wirft  sich  jetzt 
auf  \p^  (t,  z)  und  stützt  sich  auf  das  Verhalten  von  if.i^  im 
Unendlichen. 

Für  c  =  CO  ist  gefordert : 

11      ^  z  ^ 

Im  Unendlichen  wird  also : 

Berücksichtigt  man  daher,  dafs  aufserdem  für  r  =  oo: 

t    Sy_ 

ist,  so  folgt,  dafs  im  Unendlichen  i/;  («,  c)  =  co"'-!  und  also 
auch  ipi  {t,  z)  =  00"»-!  wird. 

Fassen  wir  die  bisher  ermittelten  Eigenschaften  von 
ipj^  {t,  z)  zusammen,  so  können  wir  sagen : 

i/'j  ist  ganze  Funktion  von  f,  vom  Grade  n  —  1 
und  ganze  Funktion  von  z  vom  Höchstgrade 

in?)      ,,,_!, 

(n  —  1  m  —  1\ 
t       ,Z        }. 

Diese  Funktion  r//^  arbeiten  wir  weiter  aus.  —  Aus 

F'  (t  -)  _    "      1 


folgt  zunächst : 

;-.^\t^ = F'  (t,  z). 


.=1 ' 
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Da  nun  für  r  r-  x : 

ist,  80  ergiebt  sich: 

n  z  X  =  1   ^  -  /      t  —  Sy 

und  hieraus  nach  IP): 

Diesen  Ausdruck,  an  dem  die  Eigenschaft  von  ip^,  ganze 
Funktion  von  z  zu  sein,  nicht  mehr  zu  erkennen  ist,  formen 
wir  so  um,  dafs  wenigstens  der  erste  Summand  im  Aus- 
drucke von  il\  als  durch  z  teilbar  erscheint.  Entwickelt 
man  den  mit  Benutzung  einer  verfügbaren  Gröfse  y  ge- 
bildeten Quotienten 

^_   1      r{t,z)-F'{t,y) 


n  z  —  / 

in  dem  die  Division  aufgeht,  teilweise  nach  Potenzen  von  z, 
so  erhält  man: 

1     F'{t,z)         1  /y       y"-  \       1    F'{t,y) 

oder 

1     F'{t,z)        1      F' {t,  z)  -  F' {t,  y) 


n  z  n 


wo    der    in    Klammern    stehende   Subtrahend    rechts    gleich 
00  m- 2  -^yjj.(j  fuj.  -  __  QQ      Hieraus  folgt: 

Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  FnnVt.  12 
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WO  ip^  eine  ganze  Funktion  von  t  und  z  ist,  von  den  Höchst- 
graden n  —  1  und  m  —  2 : 

Durch  geeignete  Verfügung  über  die  willkürliche  Gröfse  / 
läfst  sich  der  Grad  von  ip^^  in  t  noch  weiter  erniedrigen. 
Aus  den  Formeln  a?)  und  II?)  ergiebt  sich  nämlich: 

_yo(C).^+y,(r)^"-^+...      1 
t  —  ff  ~  —  c 

1      n  .  (p^{z)t--^  -\-  . . .  —  n  .  cp^(y)  .t^  -^—  . . . 

_j __ • 

'      w  z / 

und  hieraus  mit  Berücksichtigung  von  b?) 

IT  ^  n  (^)  —  ^0  ^^)  ^0  (-)  —  ^0  (^ , 

Nimmt  man  daher  y^=^,   so  wird   U  =0,   und  man  erhält 
für  ^{t,z)  den  Ausdruck: 

(n—  2    m  — 2\ 
t         ,   Z         ), 

oder,  mit  Einführung  der  Abkürzung: 

'     {t  —  G)  (z  —  C)         n  z  —  C 


(n  —  2   OT  —  2\ 
t        ,Z         )■ 


Läfst  man  hierin  « =  s„  (/t  =  1,  2  . . .  n)  werden,    so  ergiebt 
sich  wegen  A?)  das  Gleichungssystem : 


T/, 


(n  —  2    m  —  2\ 
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das  äquivaleut  ist  mit  der  einen  Gleichung: 

Die  (m  —  1)  (h  —  l)=jy-\-r  konstanten  Koeffizienten  der 
Funktion  »/'.,  auf  der  rechten  Seite  dieser  GleichunL^  sind 
nicht  willkiirlicli.  (ieht  ni;m  nämlich  auf  den  ursprünirliclien 
Ausdruck  I'.')  von  i/M/,  -)  /.urück.  so  erkennt  uiiin  auf  dem- 
selben We£:e,  auf  dem  wir  früher  diese  Eigenschaft  für  den 

N  jZ  )  des  Integranden  I.  Gattung  bewiesen 
haben,  dafs  i/»  (s,  z)  in  den  r  Doppelpunkten  s  =  y„, 
2  =  (5„  ((>  ^  1  . . .  r)  von  .s  gleich  0'  werden  mufs.  Die  kon- 
stanten Koeffizienten  von  «/^  müssen  daher  so  bestimmt 
werden,  dafs  die  r  Gleichungen: 

(n  —  2    m  —  2\ 
/o    ,c)-o     ;  =  0  (0=1,2,  ...r) 

erfüllt  sind,  und  die  eingangs  dieses  Paragraphen  gestellte 
Aufgabe  besitzt  nur  dann  eine  Lösung,  wenn  die  p  -{-  r 
Koeffizienten  von  ip.^  sich  gemäfs  den  Gleichungen  d?)  be- 
stimmen lassen.  Ist  diese  Koeffizientenbestimmung  möglieh 
und  auch  ausgeführt,  so  ist  nach  B?)  die  gesuchte  Funktion  r 
notwendig  von  der  Form: 

(n  —  2    »n.  —  2\ 
s    ,^    ) 

"^ -^  '  == F'{s,z)  • 

jSimmt  man  umgekehrt,  die  Koeffizientenbestimmung  in  ip^ 
vorausgesetzt,  für  t  einen  Ausdruck  von  dieser  Form,  so 
sind,  wie  sich  unschwer  nachweisen  läfst,  die  Bedingungen 
unserer  Aufgabe  erfüllt. 

Die  Frage  nach  der  Existenz  einer  Funktion  t  der 
Klasse  von  den  früher  geforderten  Eigenschaften  ist  somit 
zurückgeführt  auf  die  Frage:  ist  es  möglich,  die  Koeffizienten 
von  1/^2  so  zu  bestimmen,  dafs  die  r  Gleichungen  d'')  erfüllt 
sind? 

Schreibt  man  die  Gleichungen  d?)  in  der  Form: 

dl?)  H^Ay,.^)=T,,         (^  =  1,  2,  ...r) 

wo  Tfj  den  Wert  von  T  (s,  z)  im  Doppelpunkte  [y^ ,  ö^)  be- 
zeichnet, so  sieht  man  unmittelbar  folgendes: 

12* 
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1°)  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  lineare, 
homogene  Formen  der  p  -\-  r  Koeffizienten  von  \p^ ; 

2?)  die  rechten  Seiten  sind  vollständig  bestimmt  durch 
die  Doppelpunkte  (/o,  <5o)  und  die  Lage  des  Unstetigkeits- 
punktes  « (a,  L)  und  unabhängig  von  den  Koeffizienten  von  j//., ; 

3?)    Die  Gleichungen  dj^.)    stimmen    bis    auf  die  rechts 

stehenden  unabhängigen  Glieder  T^  vollständig  überein  mit 
den  Gleichungen  11;^,  §  19. 

Nach  Satz  IV  9),  §  19  erhält  aber  das  Gleichungssvstem 
n^.)  unter  keinen  Umständen  überzählige  Gleichungen,  weder 

für  jp'^  0  noch  für  f»  ^=  0.  Dasselbe  gilt  also  auch  vom 
Gleichungssystem  d^.).     Ist  dies  aber  der  Fall,  so  schliefsen 

die  Gleichungen  d^°)    auch   keinen  Widerspruch  in  sich  ein, 

namentlich  erlauben  sie,  die  p  -[-  r  Koeffizienten  von  \p^  zu 
bestimmen,  ohne  dafs  sich  dabei  eine  Beziehung  zwischen  den 
in  den  unabhängigen  Gliedern  T^  vorkommenden  Koordinaten 
o  und  L  des  Punktes  s  ergiebt.  Die  Gleichungen  d^'^)  be- 
einträchtigen also  in  keiner  Weise  die  freie  Wählbarkeit  des 
Punktes  «. 

Die  Funktion  t  der  Klasse  mit  den  Eingangs  dieses 
Paragraphen  geforderten  Eigenschaften  existiert  also  auf 
jeden  Fall,  welches  auch  das  Geschlecht  f  sei,  und  als 
Unstetigkeitspunkt  e  können  wir  jeden  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  von  T  nehmen. 

Schreibt  man  nun  j/'.,  in  der  Form: 

n  —  2   m  —  2  i>4"»" 

r  =  0     11  =  0  x—l 

WO  'Py,  {s,  z)  ^=  s'  -"  ist,  so  bestimmen  die  Gleichungen  d^^)  r 
von  diesen  Koeffizienten  r^  durch  die  übrigen  p,  etwa 


n  Mvo 

h 

r. 

+  1: 

,  .  .  . 

■  ^^. 

^p+ 

\X\XL\^i 

LI 

^1 

«    •     •     t 

.r„, 

•    •    . 

.r. 

und 

es  ist 

allgemein : 

e?) 

r^- 

p 

u  =  l 

■  ^y«  ? 

r 

0  =  1 

To. 

^, 

ffi 

(ß=p-\-h-r^r) 
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wo    die   iji   konstant    und    die    J,,^  Detcrniinantenciuoticnten 
sind,    di(>    nur    von    der  Lag:e    der  Doppelpunkte  abhängen, 
also  ebenfalls  konstant  sind. 
Aus  e?)  folgt: 

a=l  ;i—p+l\_u=i  0  =  1  _J 

P  r 

a=l  ,i  n=l  ri 

Hätte  das  System  d^^)    keine    unabhängigen  Glieder  T^, 

gehabt,  d.  h.  hätten  wir  es  mit  den  nieichungen  U^^),  §  19, 

zu    thun,    so    hätte    die   rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 
sich  reduziert  auf 

die  p   Klammerausdrucke    '/'«  +  ^3'a/?^,'f    sind   also   nichts 

anderes  als  die  Zähler  fp^  ...fpp  der  p  Fundanientalintegranden 
I.  Gattimg :  Wir  haben  daher : 

p  r 

u  =  1  Q=l  ^i 

oder 

r 

p=l 

wo  die   'J!\,  =  2^  ^oi-'Pii  ganze  Funktionen  von  s  und  z  sind, 

die    in    diesen  Variabelen    bis    zu    den   Graden  n  —  2  und 
m  —  2  ansteigen  können. 

Aus  B?)  ergiebt  sich  nun: 

T.F'  is,z)  :=T—2JT^.    '/'o  +  2^r,.(Pa, 

?= 1  a=l 

oder,  mit  Einführung  der  Abkürzung: 

fo)  ^(o,e)=T—yT,.ro{s,z). 

0  =  1 


182  III-  i^ie  Integrale  der  Klasse. 

Das  Zeichen  (o,  €)  soll  dabei  andeuten,  dafs  <P  eine 
Funktion  der  Koordinaten  .«,  z  des  variabeln  Punktes  o  und 
der  Koordinaten  o,  u  des  fest  angenommenen  Punktes  e  ist. 

Formel  D*:*)  enthält  die  Lösung  der  zu  Anfang  dieses 
Paragraphen  gestellten  Aufgabe.  Das  Integral  der  in  D?) 
aufgestellten  Funktion  r  der  Klasse  ist: 

J=  I rj^ — r —  dz  4-    yj Fa  .  10 u  -\-  constans, 

wo  xi\ . .  .  lüp  p  linearunabhängige  Fundamentalintegrale 
I.  Gattung  sind.  Da  das  allgemeine  Integral  ^ ra.iVa-\- eonst. 

a 

ZU  den  logarithmischen  Unstetigkeiten  von  J  keinen  Beitrag 
liefert,  können  wir  es  auch  weglassen  und  erhalten  so  die 
zwei  Formeln : 


Eo) 


^  (O,  8) 


J(0,e)-,    _p,^^^^^ 


Dieses  Integral    der  Klasse    besitzt   folgende  Eigenschaften: 

1  ?)  Es  ist  in  T  überall  stetig,  mit  Ausnahme  des 
Punktes  e  (a,  Q  und  der  oo  -  fernen  Punkte  von  T",  und 
zwar  ist: 

in  £ :    J  (o,  €)  =  log  (~  —  C)  -f-  functio  const. 

in  00  :    J{o^e)= logc-(-/.c.        (x  =  1,  2, .  . .  n) 

2*^)  Es  ist  eindeutig  weder  in  T  noch  in  T\  sondern 
erst  in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T",  die  man 
erhält,  wenn  man  in  T'  noch  einen  Punktschnitt  anlegt,  der 
vom  gemeinsamen  Ausgangspunkte  der  Schnitte  c^. .  .c^  aus- 
geht und  Strahlen  l^l^.  ..In  nach  e  und  oo^ . . .  oo„  aussendet. 

3?)  In  dieser  Fläche  T"  besitzt  J(o,€)  konstante 
Periodizitätsmoduln  an  a^...ap^  b^...bp,  1,1^...  In,  und 
zwar  ist : 
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an 

ai, 

bi, 

/, 

(^1...^ 

+     - 
J     J— 

-l-t(«), 

^x(^), 

2/e/, 

27rt 
n 

wo  -4;i(f),  B^(€)   definiert   sind    durch    die    liiteirrale    (siehe 
Fig.  34): 


A,{8)  =  l    b  dJ{o,8),     B,ie)  = 

(X  =  l,2...p). 


dJ(o,8), 


Diese    Periodi/.itätsnioduln    sind   nicht   unabhängig   von 
einander.     Bildet  man  nämlich  das  Integral 


[V) 


dz 


worin  tr  das  allgemeine  Integral  I.  Gattung  bezeichnet,  und 
die  Integration  sich  in  positiver  Richtung  über  die  ganze 
Begrenzung  von   f  erstreckt,  so  ist: 


jo)  /  IC  .dJ{o,B)=^2Tri  mal  der  Summe  der  Residuen  von 

{T) 

dJ(o,€)    . 
w . ,  in    /  . 


dz 


V3 


. ,  '       besitzt   aber   in    T'  Residuen   nur   in  €   und  in 


ooj  , . .  oo„,  und  zwar  ist: 


in  € :     Res  {e)  = 


dJ 


w. 


dz 


w{e), 


in  oc^:    Res(oo;,)  = 


dJ 


1 


W    .    -^ I    = .W     (     CCy). 

dz  \^  n         ^ 


In  allen  anderen  Punkten  z  =  a  ist 

lim  {:  —  a).w .  — — -  r=  0, 
dz 
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und  daher  das  zugehörige  Residuum    gleich  Null.  —  Es  ist 
also  einerseits: 


(X  fiff 


^   yw{  00^)]. 


iT) 
Andererseits  ist: 

2?) 


^*;.=  l 


dJ{0,€) 

tu  . dz 


(T') 


dz 


p 

c 

a 

=  y 

/ 

a 

^^j 

/ 

y.—\ 

J 

ß 

/+    +    - 

\ic  ,dJ — IC 


'H 


/-      -      +    +\ 
\w  .  dJ —  tv  d  J) 


j:\aJ 

a 

a 

^='1  j 

/?; 

dJ—  Bi 


}.  =  ! 


7 

h 

dJ 

ß 

'/. 

Wir  haben  so  die  Beziehung: 

V  1         " 

r?)       2^{A-,.B;Xe)-B;.A-,{e))  =  27ti.[w{t) .  J^wi  <x,,)\ 


/=i 


n   y-i 


worin  w  ein  allgemeines  Integral  I.  Gattung  bezeichnet,  mit 
den  Periodizitätsmoduln  A)^B)  an  a^_,b^_. 

"Die  Beziehung  F?)  vereinfacht  sich,  wenn  man  an  Stelle 
des  allgemeinen  Integrals  I.  Gattung  iv  ein  definitiv  normiertes 
Integral  I.  Gattung  w«  nimmt.     Es  ist  dann: 

Ay.=  {     )  7ti,  Bx  =  a^^;.,   —  .   y^u^  (  Go^)  =  0, 

\///  n     y_  —  l 

und  daher: 

p  p 

2J{A,  .  B,  («)  —  B, .  A,  (£))  =  7ci.Bu{e)  —  2J  S  /•  •  ^/-  («X 
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Dies  giobt  den 

SStZ  I*')  Zwischen  (h'ii  Periodizitätsmoduln  Ax{e)f 
B;i\,e)  {l=lj2...p)  des  Integrals  J{o,e)  der 
Klasse  bestehen  die  ]>  Beziehungen: 

G?)    B.A^)—    ^v.2au;.A,(e)  =  2.Uuie),   (/^  =  l,2...p) 

worin     u„     ein     definitiv    normiertes    Integral 
I.  Gattung  ist. 

Diese  Beziehungen  G?l  geben  Anlafs  zur  Bildung  einer 
für  das  Folgende  grundlegenden  Integralfunktion  mit  den- 
selben Unstetigkeiten  wie  J  (o,  e) ,  aber  einfacheren 
Periodizitätseigenschaften.     Bildet  man  nämlich  das  Integral 

H?)        I*  (o,  e)  =  J{o,^)-^,  yjA,  {e) .  u,  (o)  , 

Sit    -,,  —  x 

so  gilt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  der 

Satz  in  Das  Integral  P  (o,  t)  besitzt  folgende 
Eigenschaften: 

1?)  in  €  ist:     P(o,  e)  =  log  («  —  T)  +  f.  C  , 

2?)  in  00^  ist:    P(o,  f )  ==  —  log  ä;  -f-  f.  C. , 

3?)  P{o,€)  ist  in  T"  überall  eindeutig  und  stetig, 
4?)P(o,€)   hat   in    T"   die   Periodizitätsmoduln: 


an 

«/.» 

&., 

«, 

(^j^  ...  In) 

4- 

JP      P— 

0, 

2ie;(6), 

2jri, 

2jii 
n 

Mit  Hilfe  dieses  von  Christoffel  in  die  Theorie  der 
Abel'schen  Funktionen  eingeführten  Integrals  P  (o,  e)  der 
Klasse  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  die  Normalintegrale 
11.  und  111.  Gattung  herstellen. 
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§  23.    Das  Normalinteg'ral  II.  Gattung. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dafs  der 
Unstetigkeitspunkt  e  (a,  l)  der  Funktion  t,  der  zugleich  ein 
logarithmischer  Unstetigkeitspunkt  des  Integrals  F  (o,  e)  ist, 
beliebig  im  Innern  der  Fläche  T  angenommen  werden  kann. 
Wir  können  daher  das  Integral  P  (o,  e)  auch  als  Funktion 
der  unbeschränkt  veränderlichen  Gröfse  C  ansehen  und  es 
nach  dieser  Yariabelen  'C  dititerentiieren.  Bildet  man  nun 
den  DiÖerentialquotienten : 

dP{o,e) 

so  ist : 

dPi0,€)  1  ,     ,         ^. 

in  € : ..       := ZT  -\-  lunctio  cont. , 

dB{o,e) 
in  00;, : -r^ —  =  I.  c. 

du 

Die  Funktion 

1 0)  t  (o,  £)  =  —  ll^l^  _|-  const., 

die  sonach  in  T  keine  logarithmische  Unstetigkeit  besitzt 
und  nur  an  der  einen  Stelle  £  (ff,  C)  algebraisch  unstetig 
wnrd  zur  Ordnung  1,  heifst  das  Normalintegral  11.  Gattung 
mit  dem  algebraischen  Unstetigkeitspunkt  1.  Ord- 
nung £  (ff,  C).     Für  dieses  Integral  gelten  folgende  Sätze. 

SfttZ  r)      Das   Normalintegral    IL  Gattung   t{o,€)    ist 
charakterisiert   durch  folgende  Eigenschaften: 

19)  t{o,€)  ist  in   T'  eindeutig; 

2?)  es   wird   in  T'    nur    einmal    algebraisch   un- 
stetig, nämlich  im  Punkte  s  (ff,  c)  und  dort  ist: 

^0,  £j  =  ^ — p-f-f.  c; 

3?)  seine  Periodizitätsmoduln  sind: 

an       I       a;. ,         b^, 

t—t=         0,     —2ii[{€). 
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Da  u',  eine  l'iiiiktion  dt-r  Klasse  ist,  so  sind  die 
Periodi/.itiitsinoduln  von  t(ü,t)  an  den  Querschnitten /'^  Ji'e*^- 
braisehe   l-'unktionen  der  Ijisteti^^keitstelle  f. 

Satz  11'')  Das  Nornialintegral  11.  Gattung  t  {o,  t)  ist 
durch  Angabe  seines  Unstetigkeitspunktes 
bis  auf  eine  additive  Konstante  vollständig 
bestimmt. 

Beweis :  Sind  /,  und  t,,  zwei  Murmalintrgrale  11.  Gattung 
mit  derselben  l'nstetigkeitsstelle,  so  ist  die  Differenz  <j  —  ^^ 
ein  Integral  der  Klasse,  das  in  7'  überall  eindeutig  und 
stetig  ist,  also  ein  Integral  1.  Gattung;  da  dieses  Integral 
aufserdem  an  den  <^hiertichnitten  («;.,  [>;,_  (/.  =  1  .  .  .  p)  lauter 
verschwindende  Periodizitätsmoduhi  hat,  so  reduziert  es  sich 
auf  eine  Konstante,  w.  z.  b.  w. 

Verfügen  wir  über  diese  in  t  {o,  t)  enthaltene  additive 
Konstante  so,  dai's 

n 

ist,  so  möge  t(o,i)  das  definitiv  normierte  Integral 
U.  Gattung  mit  dem  algebraischen  Unstetigkeits- 
punkte  1.  Ordnung  f  (ff,  j)  heissen. 

Für  dieses  definitiv  normierte  Integral  11.  Gattung  läfst 
sich  ein  bemerkenswerter  Ausdruck  ableiten.*) 


Bildet  man  das  Integral 


39) 


dF{o,E) 
Tz 


dz, 


worin  der  Punkt  E  (S,  Z)  ebenso  unbeschränkt  variabel  sei, 
wie  der  Punkt  e  (ff,  l),  so  ist : 


19) 


dP{o,E) 


d. 


dz 


V 

=    y 


(l-t)c 


IP- 


i,it-t)dP 


=  0 


*)  Nach  einer  Vorlesung  von  Christoffel. 
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wie  sich  unmittelbar  aus  den  Periodizitätseigenscliaften  von 
t  (o,  6)  und  P  (o,  t)  ergiebt. 
Andererseits  ist: 

2°)    lt(o,e). ~ — -dz  ^=2:n;i    mal     der    Summe     der 

'^    /    ^  dz 

J  {T') 

Residuen  von  t  (o,  e) . ^-^ — -  m  1 '. 

dz 

Diese  Funktion  besitzt  Residuen: 

a  ?)  in  £  (a,  'C) :  dort  ist : 

^(o,£)  =  ^-i^  +  f.c.,  lim(.^-C).«(o,6)=l 

,.       dP(o,E)  dP(€,E) 

lim j = 7^ — T—  . 

dz  dz    5 

d  P  (e  E) 
und  daher :  Res  (e)  =  -  ' 


dt 

ß'!)  in  E{S,Z):  dort  ist: 

P(o,^)  =  log(^-^)  +  f.c., 

dP{o,E) 

hm  (2;  —  Z) . T-^ — ^  =  1 , 

dz 

und  folglich :  Res  {E)  =  t{E,€). 

Da  im  Endlichen  sonst  überall  für  z  =  a: 

\\m{z  —  a).i(o,e).^^^^^  =  0  ist, 

so  kommen  für  endliche  z  weiter  keine  Residuen  vor. 

/?)  in  00;,  (/  =  1  .  . .  ti) :  hier  ist : 

P(o,ü;)  =  — .log^  +  f.  c, 

dPio,E)    _     1     ^^^^_^ 


dz  n, 

und  daher      Res(ooJ^= .^(co^,*).      (x  =  l,2 

n 


n] 
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Durch  Gleichsetzen  der  zwei  für  das  Integral 

r,      .      dF{o,E)    , 
Ho,t) ^ — -dz 

^.  dz 

(T) 

erhaltenen  Werte  ergieht  sich : 

"=  '^''dC^  +'(g,^)-|-i;'(°°x,^), 

oder,   wenn    wir  t  (o,  t)    als  definitiv  normiert  voraussetzen : 

Sehreibt  man  hierin  für  den  unbeschränkt  variabelen  Punkt 
E{S^Z)  wieder  o[s^z)^  so  erhält  man: 

Aus  der  Definitionsformel : 

dz  r  {s,z)         711  x^i      ^  ^ 

folgt  aber: 

dP{€,o)  ^(e,o)  1         ^    .    ,  ,      ,,, 


Setzt  man  dies  in  49)  ein,  so  ergieht  sich  für  das  definitiv 
normierte  Integral  Mo,«)  die  Formel: 


5  •)  ^  (^'  0  =  -^  i"^A  (0)  .  r/I  (6)  -  ^ 


^  («,  o) 


Aus  1?)  und  4'?)   ergieht   sich    zugleich,    dafs  die  zwei 
Diiferentialquotienten 

dPip.e)  ,      dP{€,o) 

und 


di;  d; 

sich  nur  um  eine  Konstante  unterscheiden 


r 
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Die  vorigen  Betrachtungen  lassen  sich  verallgemeinern. 
Bildet  man  die  Funktion 

d"  P(o  f\ 

QO)  iir)  ^0,  e)  = y^;'^    +  const. , 

so    ist   dieselbe    in   T'  überall   eindeutig   und   wird  unstetig 
nur  im  Punkte  €{a,L),  und  zwar  ist  dort: 

7 ^)  ^"^  (0,  e)  =     ^^^     +  / .  c .  (.  >  1). 

Das  Integral  ^('^  (o,  t)  hat  an  den  Querschnitten 
a;i  {l  =  1,  2  . . .  p)  Periodizitätsmoduln  A^^''>  (s),  die  alle  =  0 
sind ;  um  die  Periodizitätsmoduln  Bi''^  (s)  von  t^"^  (o,  s)  an  den 
Querschnitten  b^  zu  bestimmen,  bilden  wir  das  Randintegral : 

Dieses  Integral  ist  einerseits,  wie  die  wirkliche  Aus- 
wertung zeigt,  gleich  ti  i .  j8|'  >  («),   Andererseits  ist  Q  =  2  tt  i 

mal  der  Summe  der  Residuen  von 

«a j m  T. 

dz 

Beachtet  man,  dafs  der  Litegrand 

d  «('•)  (o, «) 


dz 

ein  von  Null  verschiedenes  Residuum  nur  im  Punkte  «((7,0 
besitzen  kann,  und  dafs  an  dieser  Stelle : 

d iCO  (0,  6)     _  v\ 

dz  [z-ty+^  ■^^•'■' 

«u  =  Mu  («)  +  (^  —  0  •  ",u  («) 

+ ^^=t^  <  {^)  + . .  ■ + ^^^  «!;■'  (*)  +  ••■ 

ist,  wo  allgemein  i<|;^  die  v*^  Derivierte   von   Ua  nach  ;r  be- 
deutet, so  sieht  man,   dafs  das  Residuum  im  Punkte  £  (ff,  C) 
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gleich  — «J,*'V«)  ist.  Durch  (ücichsetzung  der  zwei  für  i^ 
erhiilteiieü  Werte  ergiebt  sicli : 

:t  i .  j5;;  '  (f)  =  _  2  rr  j" .  «;;'  (£), 
oder 

8?)  ^l;)  («)  =  -  2  .  u-)  (6). 

Das  Integral  f<'')(o,e)  nennen  wir  das  Nornialintegral 
II.  Gattung  mit  dem  Unstetigkeitspunkt  v<"  Ordnung 

Für  t  <')  (o,  e)  gilt,  wie  für  ^  (o,  e)  der  Satz,  dafs  es 
durch  Angabe  seines  Unstetigkeitspunktes  bis  auf  eine 
additive  Konstante  völlig  bestimmt  ist.  Verfügt  man  über 
diese  Konstante  so,  dafs 

n 

ist,  so  erhält  man  das  definitiv  normierte  Integral 
U.Gattung   mit   dem  Unstetigkeitpunkt  i-*«'  Ordnung 

e  (ff,  ^). 

Für  dieses  Integral  läfst  sich  eine  Darstellungsform  an- 
geben, die  analog  ist  dem  in  5?)  für  das  definitiv  normierte 
Integral  t  (o,  t)  gegebenen  Ausdruck.  Bildet  man  nämlich 
das  Kandintegral : 

nnd  berücksichtigt  man,  dafs  dieses  Integral  einerseits  =  0, 
andererseits  aber  auch  gleich  2  n  i  mal  der  Summe  der 
Residuen  von 

dJ'(o,E)    . 

iS''  (o,  e) . r^ — —  m   1 

dz 

ist,  so  erhält  man,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  für  das 
definitiv   normierte    Integral  V>  (o,  t)  die  Darstellmigsformel : 
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Die    Ableitung     dieser    Formel     liefert     zugleich     das 
Resultat,  dafs  die  zwei  Derivierten  v^"  Ordnung : 

d'Pio.E)  .      d'P(e,o) 

, J:  und  yl 

d^"  du'' 

sieh  nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden. 


§  24.    Das  Nornialintegral  III.  Gattung. 

Bezeichnen  P{o,  «J  und  P{o,  e.^)  zwei  Litegralfunktionen 
mit  den  Unstetigkeitsstellen 

«1  K,  Ci) :   P (o,  «i)  =  log  (^  —  CJ  +  f.  c, 
resp. 

«2  (<^25  ^2)  '■    P  (^?  ^2)  =  log  {Z  —  Co)  +  f.    C, 

so  heifst  die  Differenz: 

19)  w  (£^,  £2)  =  P(o,£i)  —  P {0,  €2) 

ein    Normalintegral   III.  Gattung.     Für   dieses   Integral 
gelten  folgende  Sätze: 

Satz  I")    1?)  tJ(€j,£.,)  ist  ein  Integral  der  Klasse; 

29)tü(£j,«2)  bleibt  im  Unendlichen  stetig 
und  besitzt  im  Endlichen  nur  die  zwei  Un- 
stetigkeitspunkte  e^  und  «o,  und  zwar  ist: 

in  e^ :     co  {e^ ,  e^)  =      log  {z  —  CJ  -|-  f-  c, 
in  «2 :     t(5  (e^,  e^)  =  —  log  (z -— C.^) -{- f.  c] 

39)  ^(fiijfio)  ist  eindeutig  in  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  T",  die  man  er- 
hält, wenn  man  in  T'  von  dem  gemeinsamen 
Kreuzungspunkte  aller  Schnitte  o.  aus  nach  e^ 
und  €0  zwei  Punktschnitte  l^  und  l^  anlegt, 
die  weder  sich  selbst  noch  die  übrigen  Schnitte 
von  T'  kreuzen; 

4?)  die  Periodizitätsmodulen  von  w{€i,€^) 
sind: 

an  a;.  6;.  /^  ^2 


+ 


0      2  [i<;.  (e^ )  —  ?<;.  («2 ) J      2^i     —  2 TT i 


§  2-J.    Das  Normalintegral  111.  Gattuug.  1P3 

Der  Beweis  ero^iebt  sieh  uimiitt('ll)ar  aus  der  Dofinitions- 
jrloichunir  l'.'i  von  iü{f^,e^)  und  aus  den  Ei<;-euschat'ten  der 
lütL'graltimktioii   P  {o,  t). 

ShIZ  IP)  ((i(6,,f.,)  ist  durch  seine  lou-arithmischen 
rnstetiirkeitspnnkte  £, ,  f.,  bis  auf  eine  additive 
Kuustanti'  vülli«:   bestimmt. 

Beweis:  Bezeichnen  cj,  und  i%  zwei  Normalintegrale 
111.  Gattung  mit  denselben  l'nstetigkeitspunkten  f.  und  f., , 
so  ist  die  Dirterenz  tH^  —  w  in  7''  allenthalben  endlich,  also 
ein  Integral  I.  (iattung;  da  dieses  Integral  ferner  an  a,  ...a^ 
lauter  verschwindende  Periodizitätsmoduln  hat,  so  ist  es 
eine  Konstante,   w.  ■/..  b.  av. 

SntZ  III")    Es  ist:  w  (f^,  £2)  =  —  w(€^,€^). 

Der  Beweis  folgt  ohne  weiteres  aus  der  Definitions- 
gleichung !•?). 

Satz  lY")  Jedes  Normalintegral  lU.  Gattung  läfst 
sich  darstellen  als  Differenz  zweier  Normal- 
integrale  111.  Gattung  mit  einem  gemein- 
samen logarithmischen  Unstetigkeitspunkte 
und  denselben  Grenzen,  wie  das  ursprüngliche 
Integral. 

Beweis:  Es  ist 

=  [P  (0,  e,)-P  (0,  s,)]  -  [P  {0,  s,)-P  (0,  £3)] 

=  ^^  {h^  h)  —  ^  ih^  h)- 

Satz  Y)  Die  Summe  von  drei  Normalintegralen 
Hl.  Gattung  öj{e^^e.^),  ü){e.-,,£^)  und  6J{e.^^E^)  mit 
denselben  unteren  und  oberen  Grenzen  ist 
gleich  Null. 

Beweis:  Es  ist 

W  («1,  £2)  +  W  (£2,  £3)  +  W  (£3,  £j 

=  P{p,e,)-P  (0,  £.,)  +  P  (0,  £2)  -  P  {0,  £3) 

+  P(0,£3)-P(0,£J  =  0. 
Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Fankt.  13 
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Ein     weiterer     wichtiger    Satz     über    Normalintegrale 
lU.  Gattung  läfst  sich  folgenderweise  ableiten. 

Wir  bilden  das  Randintesral : 


29) 


dz 


(!"') 


Fig.  35. 


WO  w(e, ,£.0,  öj{e.^^e^)  zwei  Normaliutegrale  mit  den  an- 
geschriebenen logarithmischen  Unstetigkeitspunkten  sind, 
und  die  Integration  sich  in  positiver  Richtung  über  die 
ToUständige  Begrenzung  der  Fläche  T"  erstreckt,  in  welcher 
id{e^^e^)  eindeutig  ist    (siehe  Figur  35).     In    dieser    Fläche 


T"  ist  der  Integrand 


U'  = 


diu 


10 


S4 


12 


dz 


(cü^^  =  w(£j,  €.-,),    füg^  =^'w  (£3,  e^))     eindeutig,    logarithmisch 
unstetig  in  £^  und  £5,  algebraisch  unstetig  in  €3  und  e^  und 
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sonst    Überall    stetifr.     Residuen    besitzt    i'   also    nur  in  t„ 


und  e^,  und  zwar  ist: 
•^        dz 


—^  -{-  f.  c,     Kos  (63)  =  tüj2  (€3); 


m  f. 


(/ 


1 


^-^^  ==  —  ^-— +  f.  c,     Ke8(6,)  =  — Wj2(«J. 


Die  Summe  der  Residuen   von   C  in   T"    ist   daher   gleich 

1 


39) 


^«^12  («3)  —  ^«^12  («4) 


2ni 


.  U. 


Durch    wirkliche    Ausführun«;    der   Integration    erhält    man 
andererseits : 

^f\^\f--       -        +       -*-  ^1 


+1 


+1 


O) 


V'^IS  ^^^''Sl  ^<^12  '^^'^34/ 


^^1  /"+      +         ":        -    ^ 


Aus  den  Periodizitätseigenschaften  von  w^^  und  Wg^  folgt 
zunächst,  dafs  die  rechtsstehende  j>gliedrige  Summe  gleich 
Null  ist.     Ferner  ist 


+ 


an  /,  :       (/tüj 


34 


w, 


34  7 


^12  —  ^'^12='  ^5^^  , 
+ 
an  ^2-       ^^'"^34      ^=^^^347 

+ 

aij2  — (ÜJ2  =  2Tti  , 


13^ 
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V,Wjo  (iwg^  —  w^„  .  dw.^J  =  — -^Tii  • 


(x)\ 


=  —  27ti .  [wg^  {io) 


w.. 


■ii 


(^l)], 


=  —  27ti  [W34  (£.3)  —  W34  (w)] 


cZ  w.- 


34 


Hieraus  fol£,'t: 

4?)  U=27ti  [W3^  (€,)  —  W34  (£2)], 

und  durch  Vergleichung-  von  3?)  und  4?): 

5?)  W12  («3)  —  t^l2  («4)  =  ^84  («1)  —  t^34  («2)» 

oder 


5a^) 


</w3,.*) 


SSltZ  VI*?)  Ein  Normalintegral  111.  Gattung  ändert 
seinen  Wert  nicht,  wenn  man  seine  logarith- 
mischen Unstetigkeitsstellen  mit  seinen 
Grenzen  vertauscht. 

Nennt  man  die  Koordinaten  öTj,  ^^  und  a^,  t^  von  «^  und  e^ 
die    Parameter,    die   Koordinaten   o^^l..^  und  o^^t^  von  e^ 

und  £4  die  Argumente  von  w (£,,£.,)=/    cZwj.^,  so  kann  man 

J  ^3 
auch  sagen: 


*)  Die  Gleichung  b^^  ist  nur  dann  genau,  wenn  die  Integrations- 
wege links  und  rechts  die  Begrenzung  der  zu  coi^  resp.  «34  gehörigen 
Fläche   T"    nicht    überschreiten;    kreuzen    die    Integrationswege    die 

Querschnitte,  so  sind  die  zwei  Seiten  von  h^^  einander  gleich  bis  auf 
ganzzahlige  Vielfache  der  Periodizitätsmoduln. 
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Dies  giebt  den 

Salz  VI.")    Ein    Kornialinte<:ral    III.    rrattung    ändert 
seiiH'n  "Wert  nicht,  wenn  man  in  ilini  Argument 
und  Parameter  vertauscht. 
In  dieser  Form  wird  der  Vertauschun<rssatz  für  das 

Normalintegral  111.  ( Gattung  zumci.st  ausgesprochen. 


§  25.    Zerlegung-  des  allgenieiiien  Aberschen 

Integrales. 

Es  sei  T  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse, 
i,  . .  .€y, .  .  .€q  ihre  Unstetigkeitsi)unkte ,  r^  . .  .  Vy_ .  . .  r^  die 
Ordnungen  des  Unstetiirwerdens  von  t  in  diesen  Punkten, 
G^  . . .  Gy  . . .  Gq   die   zugehörigen  Residuen,   und   allgemein  : 

G  jW 

1?)       me.A=  =  tyy.    T  =  —^ h 


Nach  §  23  und  24  ist  dann,  wenn  J  das  Integral  der  Klasse 

2?)  J  =  JTdz 

bezeichnet,    und  berücksichtigt  wird,    dafs  zufolge  G^  +  •  •  • 

(?,  .  P  (o,  £3)  = —2^  (;- P  (0  .  £3) 
ist,  die  Differenz: 

J y    Gy_     .    lö    {€y_,     €g) 


x=l 


1 


-A4''.(«'(o,eJ-...-;i=l;jn,.("^-"('',8«)] 
^1  (Vx — ^j!       ^  J 

ein   in    der  Fläche   T  überall  endliches  Integral  der  Klasse, 

p 

also  ein  Integral  I.  Gattung   w  =JiJ  CaU\,-\- const   Für  das 

«  =  1  ' 
Integral  J  ergiebt  sich  hieraus  die  Zerlegungsformel: 
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I?) 


J"=  fr  di 


3-1 
z=l 


- 1^  \a^'\  t  {0,  £.)  +  -^  ^^  ■  t^''  {0,  e.) 

P 

-f-  ^Ca  tVa  -\-  konstans., 
(t  =  1  ' 


.(•■;.- 1) 


(0,«x) 


] 


welche  den  Satz  enthält: 

SrIZ  1)  Das  allg-emeine  Abel'sche  Integral  J=JTdz 
läfst  sich  darstellen  als  Summe  von  geeignet 
gewählten  Integralen  L,  IL  und  III.  Gattung. 

Aus  der  Formel  I*^),  in  der  allgemein 

c,(  =  — r  mal  dem  Periodizitätsmodul  von  J  au  a,j, 

711 

ist,  folgt  ferner: 

Satz  ir)  Ein  Abel'sches  Integral  J  =  frdz  ist  bis 
auf  eine  additive  Konstante  vollständig  be- 
stimmt, wenn  gegeben  sind: 

IV)  die  Unstetigkeitspunkte  e^  . . .  e^  . . .  e, 


a  • 


.  mit  den 
zugehörigen   Eesiduen    G^  . . .  G,,. . .  G^   und  den 

Koeffizienten  ^4*,''^  . . .  ^4l^L  1    (x  =  1, . . .  5),    wobei 

6rj  -j-  ...-)-  6rq  =  0  sein  mufs,  und 

2?)  die  Periodizitätsmoduln  von  J  an  p  von  den 
2p  Querschnitten  a^,  6;,  oder  die  reellen  (oder 
auch  die  rein  imaginären)  Bestandteile  der 
Periodizitätsmoduln  an  sämtlichen  Quer- 
schnitten a;,  h;. 

Die  Formel  I'')  läfst  sich  vereinfachen,  wenn  man  einen 
Begriff  zu  Grunde  legt,  den  wir  jetzt  einführen  wollen. 


•§25. 
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Es  seien  A', ,  A'„  . . .  K,„  Intej^raU*  der  Klasse  ohue 
jrloaritliinisehe  l'nstetifrkeiten,  also  liitej^rale  I.  und  II.  Gattung. 
Wir  nennen  diese  m  Integrale  algebraisch  unabhängig, 
wenn  die  Sunune 


3?) 


5=  2JA,.K,, 


x  =  i 


■worin  die  A^  zur  Verfügung  stehende,  konstante  Koeffizienten 
sind,  sieh  dann  und  nur  dann  auf  eine  algebraische 
Funktion  der  Klasse  reduziert,  wenn  die  7HKoeffi- 
cienten  -l^,  alle  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Wir     bestiiiiincn     die    Anzahl     der 
hängigen    integrale    1.    und    11 


Gattung.    — 


algebraisch 


Die 


unab- 
Sunime 


5  =  ^A^ .  Ky  reduziert  sich  dann  und  nur  dann  auf  eine 


y.  —  1 


Funktion  der  Klasse,  wenn  die  2  p  Periodizitätsmoduln  von 
«S  an  o;.,  b)_  {l=l...p)  gleich  Null  sind.  Schreiben  wir 
diese  Bedingungen  an,  so  giebt  das  2;*  Gleichungen,  die  in 
den  A^  linear  und  homogen  sind.  Ist  nun  m>2p,  so 
haben  diese  Gleichungen  stets  ein  System  von  Lösungs- 
werten Ay.,  die  nicht  alle  Null  sind.  Die  Anzahl  der 
algebraisch  unabhängigen  Integrale  1.  und  IL  Gattung  kann 
also  nicht  >  2  p  sein. 

Andererseits  lassen  sich  stets  2  p  algebraisch  unab- 
hängige Integrale  I.  und  11.  Gattung  auflinden.  Nimmt  man 
nämlich  die  ;>  linearunabhängigen  Normalintegrale  ii^  ...iip, 
und    dazu  p  Normalintegrale   U.  Gattung  t(o,y^)...t  (o,  y^), 

.  yp  so  gewählt  sind,  dafs  die 


deren  Unstetigkeitsstellen  y^^ 
Determinante : 


49) 


n 


U2{yi) 


u'iiyo)..  'U'iiyp) 

W2  (/o)  •  •  •  "2  irp) 


von    Null    verschieden     ist,     so     sind     diese     2p  Integrale 
algebraisch  unabhängig. 

Bildet  man  nämlich  die  Summe: 

S=  jjA,u;.^jjB,.t{o,y;), 


/.  =  i 


/  =  ! 
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SO  hat  dieselbe 

an  a,,  den  Periodizitätsmodul:  Ayjti, 

p  p 

;.  - 1  ;.  - 1 

und  die  p  Integ'rale  u^ . . .  Wp ,  t  (o,  y^) . . .  t  (o,  y^)  sind  nur 
dann  nicht  algebraisch  unabhängig-,  wenn  diese  2p  Periodi- 
zitätsmoduln  von  5  gleich  Null  sind. 

Die  Periodizitätsmoduln  von  »S  an  a^  . .  .a^  werden  aber 
nur  dann  Null,  wenn  alle  A)_  =  o  sind,  und  die  Periodizitäts- 
moduln von  <S  an  den  Querschnitten  b,.  {v  =  1  . .  .  p)  ver- 
schwinden, wenn  alle  Ai  =  o  sind,  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  Koeffizienten  B^  .  . .  B^  den  Gleichungssystem  ge- 
nügen: 

A  •  <  {Yi)  +  -^2  •  "i  (/a)  +  .  .  •  +  ^p  .  ?<'i  {yy)  =  0, 

-^1   •  «2  (/i)  +  ^2   •  "2  ir^)  +  .  .  .  +  5ß  .  «2  (/p)  =  0, 
^1  •  «P  (7l)  +  -^2  •  ^P  {Yi)  +  . . .  +  5p  .  t4  (/p)  =  0. 

Die  Auflösungsdeterminante  dieses  Systems  ist  die  nach 
Voraussetzung  von  Null  verschiedene  Determinante  I).  Den 
Gleichungen  dieses  Systems  wird  also  nur  genügt  durch  das 
Lösungssystem  B^  =  B^  =  . . .  =  Bp  =  o.  S  reduziert  sich 
daher  nur  dann  auf  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse, 
wenn  alle  Koeffizienten  A^  und  B^  {l  =^  1  . .  .p)  gleich  Null 
angenommen  werden,  d.  h.  die  2p  Integrale 

21^  ...Up.t[o,y^),...t{o,yp) 

sind  algebraisch  unabhängig. 

Die  Anzahl  der  algebraisch  unabhängigen  Integrale 
I.  und  IL  Gattung  ist  also  gleich  2  p.  Ein  solches  System 
von  Integralen  nennen  wir  ein  Fundame ntalsystem. 

Die  Integrale  eines  Fundamentalsystems  sind  nicht  not- 
wendigerweise Normalintegrale.  Hat  man  die  Punkte 
Yi  •  •  •  Yp  so  gewählt,  dafs  die  Determinante  JJz^o  ist,  so 
bilden  irgend  p  linearunabhängige  Integrale  Grade  I.  Gattung 
10^. . .  Wp  zusammen  mit  irgend  p  Integralen  11.  Gattung  mit 
den  Unstetigkeitspunkten  1.  Ordnung  y^  . .  -Yq  ebenfalls  ein 
Fundameutalsystem.     Aufserdem  brauchen  auch  die  Punkte 
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}\  . . .  '/^  nicht  alle  von  einander  getrennt  zu  liegen.  Fallen 
z.  B.  die  o  Punkte  '/i,  y^,  y^  in  den  einen  Punkt  y  zu- 
samnicn,  so  bilden  die  p  Integrale  ?/,...  ?<^,  zusammen  mit 
den  Normalintegralen  II.  (Gattung  t  (o, ;'),  <''^'  (o,  y),  t^^^  (o,  y), 
'  (<^?  yif)  •  •  -Ho,  yp)  wieder  ein  Fundanientalsystem,  und  die 
Determinante   O  in  4?)  geht  über  in: 


A  = 


«'i(y)    <'iy)    "'."(/)    «;  (;'4) .  •  •  "I  (/p) 
«2  (y)    «2'  (y)    «2"  iy)    "2  (y*)  •  •  •  "2  (yj>) 

wp(y)    «p(/)    «p"(y)    "p  (n)  •  •  •  «P  (yp) 


Es  können  sogar  sämtliche  p  Punkte  7, . .  .  /p  in  einem 
Punkte  sich  vereinigen.    Bildet  man  nämlich  die  Determinante: 


5?) 


I),= 


u[  (y)     u'i  [y)...  u\P^  {y) 
u^  (y)     kV  iy)...  uiP)  (y) 


"p  iy)    «p  (y) 


u(^P)  (y) 


wo  u',  u", . .  ,  n'-P')  die  erste,  zweite, . . .  p-te  Derivierte  des 
Integrals  I.  Gattung  ii  bezeichnen,  so  folgt  aus  der  Linear- 
unabhängigkeit von  «1' . .  .  ii'p,  dafs  D.,  nicht  für  alle  Lagen 
der  Punkte  y  gleich  Null  sein  kann.  Wählt  man  daher  den 
Punkt  y  so,  dafs  B^^O  ist,  so  bilden  die  2  p  Integrale 

«, ,  »2, .  ■ .  '^p,  t  {o,y\  i(2)  (0,  y),  m  (0,  y\...  Kp)  {0,  y) 
ein  Fundamentalsystem. 

Die  Wichtigkeit   des    eben    eingeführten   Begriffes    des 
Fundamentalsystems  beruht  auf  folgendem  Satz: 

SfttZ  111^)  Jedes  Abel'sche  Integral  J  ohne  loga- 
rithmische Unstetigkeitspunkte  läfst  sich  dar- 
stellen als  Summe  einer  ganzen  linearen 
Funktion  der  2p  Integrale  eines  Fundamental- 
systems mit  konstanten  Koeffizienten  und 
einer  algebraischen  Funktion  der  Klasse. 
Beweis :  Bezeichnen  cf;.,  ßy_  (Ä  ^  1, . . .  p)  die  Periodizitäts- 

moduln  von  J  an  a^_,b^,   so  lauten  die  Bedingungen  dafür, 

dafs  die  Differenz 

J  =  J—  2J[A, .  n,  J^B,.t{o.  7,)] 


/.  =  i 
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an  allen  2|>  Querschnitten  a;,  />;.  verschwindende  Periodizitäts- 
modiiln  besitzt: 

«;.  =  yl;.  .  TTl,  A  =  1,  2, . . .  ^. 

p  p 

ß).  —  w  ^«  •  S  /■  =  —  2    yjB^i  ■  "A  (r«)5         A  =  1,  2, . . .  p 

Die  ersten  p  Bedingungsg'leichungen  bestimmen  A^...Ap. 
Die  p  letzten  sind  in  B^. . .  B^  linear  und  nicht  homogen, 
und  ihre  Auflösungsdeterminante  ist  nach  Voraussetzung  von 
Null  verschieden.  Diese  2  p  Bedingungsgleichungen  liefern 
also  für  A^.  .  .  A^.  B^. . .  B^  bestimmte  endliche  Werte,  die 
nicht  alle  =  0  sind  und  deren  Einsetzen  in  J  alle  2  p 
Periodizitätsmoduln  von  J  zum  Verschwinden  bringt.  J  ist 
dann  eine  algebraische  Funktion  R  {s,  z)  der  Klasse,  d.  h. 
es  ist : 

p 

J  =     y^  [  J;.  .  W;.  -^  B)_  .t  (o,  /;.)]  -|-  R  (s,  z),        W.  Z.  b.  W. 
/.  =1 

Auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Satzes  lassen  sich  in 
der  Darstellungsformel  I':')  dieses  Paragraphen  für  das  all- 
gemeine Abel'sche  Integral  die  Integrale  I.  und  II.  Gattung 
ersetzen  durch  2  p  Integrale  eines  Fundamentalsystems.  Es 
ergiebt  sich  so  für  das  allgemeine  AbeFsche  Integral  J  die 
Zerleguugsformel : 

n?)  J  =  frdz 

qms.1  p 


x=l  y.  =  l 


oder,  abgekürzt: 

no)  j=R{s,z)^n-{-T. 

wo  IT  nur    logarithmische    Unstetigkeiten    aufweist,    und  T 
nur  algebraische  Unstetigkeiten  erster  Ordnung  besitzt. 

Für  die  in  11?)  und  M^.)    auftretende   Funktion   R  (s,  z) 
der  Klasse  gilt  noch  der  Satz 

Satz  lY")  Sind  die  p  Punkte  y^iy.2--'7p  ein  für  alle- 
mal gewählt,  so  ist  R{s^z)  vollständig  be- 
stimmt bis  auf  eine  additive  Konstante. 
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Beweis:  Anijenoiiniien,  es  sei: 

ein  anf  anderem  Weg:e  g:efun(lener  Ausdruck  für  ./.  wol)ei 
//,  und  'I\  von  derselben  Natur  seien  wie  früher  //  und  T. 
Die  Differenz 

I{{s,z)  —  R^{s,  z)  =  n^—  n  -{-  T,—  T 

ist  dann  ein  Integral  der  Klasse,  das  keine  logarithniischen 
Unstetiii:keiten  niebr  besitzt  und  nur  mehr  in  Punkten  der 
Gruppe  y,  • .  .  /p  zur  ersten  Ordnung'  algebraisch  unstetig 
wird.     Ist  z.  B. 

SO  ist 

V=R  —  R^—  yjK; .  t  (o,  /,) 
/.  =  1 

ein    in   T  überall    endliches    Integral,    dessen   Periodizitäts- 
.^   moduln  an  a^  (A  =  1  . . .  p)  alle  =  0   sind,   also   eine  Kon- 
stante.     Die    Periodizitätsmoduln    von    V  an   den  p  Quer- 
schnitten ?^;.  sind  daher  ebenfalls  gleich  Null,  d.h.  es  ist: 

yjK, .  ii[,  {y,)  =  0         für  /<  =  1,  2  . . .  ;>. 
>.  —  ]. 

Die  Auflösungsdeterminante  dieser  ;>  Gleichungen  ist 
aber  nach  Voraussetzung  von  Null  verschieden;  es  ist  folglich: 

Ki  =  0         für  Ä=  1,2... 7? 

d.  h.  R  —  iüj  =:  constans,  w.  z.  b.  w. 

Die  Funktion  R  (s,  z)  hat  zu  Unstetigkcitspunkten  die 
Punkte  /j  •  •  •  /p  und  die  Punkte,  in  denen  die  Differenz 
J  —  //  algebraisch  unstetig  wird.  Die  Aufgabe,  diese 
Funktion  wirklich  rational  durch  s  und  z  darzustellen,  findet 
ihre  Erledigung  durch  die  Erörterungen  des  nächsten 
Kapitels. 

Sind  die  Unstetigkeitspunkte  e^. .  .e^  von  t  gegeben  und 
für  jeden  dieser  Punkte  die  Entwickelung  von  r,  soweit  sie 
das  Unsteti2:werden    in    diesem    Punkte    charakterisiert,    so 
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lassen  sich  die  in  Formel  II*;!)  auftretenden  konstanten 
Koeffizienten  A^...Ap,  B^...Bp  unschwer  bestimmen. 
Näheres  hierüber  findet  man  bei  Appell  und  Goursat, 
Theorie  des  fouctions  algebriques  et  de  leurs  integrales 
p.  345—49. 

^Yi^  behandeln  weiter  die  Aufgabe: 

Anzugeben,  unter  welchen  Bedingungen  das 
Abel'sche  Integral 

sich  auf  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse 
reduziert. 

Die  erste  zu  erfüllende  Bedingung  ist,  dafs  alle 
Residuen  G^  von  t  gleich  Kuli  seien.  Ist  diese  Bedingung 
erfüllt,  so  lassen  sich  die  weiteren  Bedingungen  im  An- 
schlufs  an  das  Vorige,  daraus  ableiten,  dafs  im  Ausdrucke 
n?)  für  J  alle  Koeffizienten  Ay  und  B^  gleich  Null  sein 
müssen.  —  Wir  leiten  diese  weiteren  Bedingungen  auf  einem 
etwas  andern  Wege  ab. 

Bezeichnen  A';,  X;.  die  Periodizitätsmoduln  von  /  an 
a;.,    6;,     so     ist     das     Randintegral 


einerseits  =  ^'  \\  a)  ^  ^ '  ^^^-  —  "" ^-  ^^- )  ' 

und  andererseits  =  2  tt  z .  mal  der  Summe  der  Residuen  voa 

Uu  '  ^  in   r'; 

ebenso  ist  das  Randintegral  /  t  (o,  /„) .  t  Jz  einerseits  gleich 

J  {T) 

p 

—  2  ^u'x  (/„) .  K}_    und    andererseits    gleich    2  tt  i   mal   der 

/.  =  1 
Summe  der  Residuen  von  t  (o,  /„) .  r  in  T.' 

Soll  nun  J=JTdz  eine  algebraische  Funktion  der 
Klasse  sein,  so  müssen,  aufser  der  Bedingung  G^  =  0 
(y.=  l . .. q)j  auch  noch  sämtliche  Periodizitätsmoduln  K^,  Ly_ 
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von  J  grleieh  Null  sein,  d.  h.  es  mufs,  nach  dem  eben  lic- 
wietfcnen,  die  Siiniiiic  aller  Residuen  von  w„  .  r  und  die 
Sunnue  aller  Residuen  von  t(o,y„).r  in  7' gleich  Null  sein 
(für  // =  1,  2  . .  .;>).  Sind  umgekehrt  diese  letztern  Be- 
dingungen erfüllt,  so  sind  auch  alle  A';.,  J.,  gleich  Null. 
Ist  nämlich  die  Sununc  der  Residuen  von  t  (0,  /„) .  r  in  T 
gleich  Null   für  «  =  1,2...  j).  so  gelten  die  p  Gleichungen 


/.  =  1 
aus  denen  sich,  da  ihre  Auflösungsdeterminante 

"i  (/i)  •  •  •  »'1  (/p) 
D  = 


nach  Voraussetzung  von  Null  verschieden  ist,  ergiebt: 

A  j  =  /V.1  =  . . .  =  Kp  =  0. 

Ist  aufserdem  auch  die  Summe  der  Residuen  von  m„.t 
in  V  gleich  Null  für  «  =  1,...^),  so  folgt  aus  den  p 
Gleichungen : 

p 
n  i .  La  —  J^«« ;. .  AT;.  ==  0        /<  =  1, 2  . 

unmittelbar : 


/  =  i 


•Pj 


-/vj -/>.>  •  •  •  • — •  J-^p  0. 


Wir  haben  so  das  Resultat: 

SBIZ  Y)     Die   notwendigen   und  ausreichenden   Be- 
dingungen dafür,    dafs  ein  Abel'sches  Integral 

J=jrdz   sich   auf  eine  algebraische  Funktion 
der  Klasse  reduziere,  sind: 

19)  dafs  sämtliche  Residuen   von  r  Null   seien; 

29)  dafs    die    Summe    aller    Residuen   von   Uu.t 
{ix  =  l,2...p)  in  T  gleich  Null  sei; 

39)  dafs  die  Summe  aller  Residuen  von  t{o,y^.t 
(^=1,2. ..79)  in  T' gleich  Null  sei,  wenn  die 


2p    Integrale    u^. . 


u 


PI 


Fundamentalsystem  bilden 


t  (0,  y^),  ...t(o,  yp) 


ein 
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Zum  Schlufs  geben  wir  noch  eine  Anwendung  der 
Formel  I?)  dieses  Paragraphen  auf  die  Darstellung  des 
Logarithmus  einer  algebraischen  Funktion  der  Klasse. 

Es  sei  T  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse;  ihre 
Nullpunkte  und  Unstetigkeitspunkte,  die  wir  der  Einfachheit 
halber  als  im  Endlichen  gelegen  und  mit  keinem  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfallend  annehmen,  seien 

e, . .  .  €^ . . .  £g  und  ß^..  .ß^.. .  ßr, 

die  zugehörigen  Ordnungszahlen 

f^i^. . .  l-iy. .  .  i-iq  und  i\. .  .Vq  .  .  .Vp. 

Bezeichnet  dann  t  (a)  den  Wert  von  r  im  willkürlich 
angenommenen  festen  Punkte  z  =  a,r  (o)  den  Wert  von  r  im 
variabelen  Punkte  (s, »),  so  ist 

o 

d  T       , 
dz. 


dz 


Die    Unstetigkeiten    dieses    Integrals    der  Klasse    sind 
leicht  zu  ermitteln.     Ist  nämlich 

in  8.,.{^==^>)-     r  =  {z-v,r''-[Ä.+  B.yXz-ri.:)^...l  Ay.^0 
so  ist  ebendaselbst : 
'^^     ={z-  rjyf^--  \  [^i,  Ay,  +  (!.iy  +  1)  5.  {z  _  ^,)  +  .  . .] , 


^''      +f.c. 


dz     ^: 

•Ixj 

•  it-^y- 

und  daher 

1 

d  T 

T 

dz 

z  —  -r}y. 

Ebenso    ergiebt    sich    aus    der   in    der  Umgebung   von 
ß,^{z='C^)  gültigen  Entwickelung : 

dr  1 


'^'      {^-^^i''^ 


.  [_,^ .  ^^,_^(i  _,^)  B',  (z-Uo)  +  ...], 


und  somit: 
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1        dr  —  Vo 


b' 


'Q 


+  f.C. 


T       dz  z  — 1„ 

/  1       dx 
Das    InU'ffral    / ; —    wird    daher    in     sämtlichen 


Punkten  t, . . .  €,,  /!/,...  ßr  logarithmisch  unstetig-,  und  die 
zugehörigen  Residuen  sind  //, . . .  //„  —  ',,•••  —  ^r-  Weitere 
Unstetigkeiten  besitzt  das  Integral  niclit.  —  Nach  I?)  gilt 
somit  der 

SfttZ  VI")  Der  Logarithmus  einer  algebraischen 
Funktion  /  der  Klasse  läfst  sich  darstellen  in 
der  Form: 

q  r-l 

m.^)  log  X  =  2.'/'x  .  ^0  (f^,  ßr)  —  ^r.  .  W  (/?„,  ßr) 


y.  —  \ 


-\-  ^  C).  w;i  -f-  constans. 
;.  =  i 

Die  in  dieser  Formel  auftretenden  konstanten  Koeffizienten 
c^. .  .Cp  sind  gerade,  ganze  Zahlen  (oder  0),  wie  man 
sogleich  einsieht,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  die 
Periodizitätsmoduln  von  logr  an  den  Querschnitten  a^...ap 
ganzzahlige  Vielfache  von  "Zni  sein  müssen. 
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In  diesem  Paragraphen  sollen  einige  für  die  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale  äufserst 
wichtige  Beziehungen  abgeleitet  werden,  die  nach  ihrem 
Entdecker  mit  dem  gemeinsamen  Kamen  „Abel'sches 
Theorem"  bezeichnet  werden.  Der  im  Folgenden  gegebenen 
Ableitung    liegt    die    Voraussetzung    zu    Grunde,    dafs    die 


*)  Abel,  Oeuvres  completes.  I.  pag.  145  (1826)  u.  pag-.  515  (1829). 
—  Riemann,  Ges.  Werke  pag.  116  ff.  —  Clebsch  u.  Gorclan, 
Abel'sche  Funktionen  pag.  44  u.  127  (1866).  —  Die  hier  gegebene  Ab- 
leitung schliefst  sich  an  die  Abhandlung  von  Herrn  H.  Weber,  Math. 
Anm.  Bd.  VIII,  pag.  48  bis  53  an. 
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(n  m\ 
s,  z)  =0    der   Klasse    nor- 
malisiert sei  im  Sinne   des  §  9),   so  dafs  unter  auderm  im 
Unendlichen  keine  Verzweigungspunkte  vorbanden  sind. 

Es  sei  T  eine  Funktion  der  Klasse,  die 

in  den  Punkten  ß^ .  . .  ßy. . . .  ßk  gleich  Null  wird  zu 
den  Ordnungen  m^ ....  ?>?^, .  .  .  ?«&, 
und  in     den    Punkten    y^  . . .  y^ . . .  y,.    gleich  oo  zu    den 
Ordnungen  n^  .  .  .  n^ . . .  n^^ 
so  dafs 

k  r 

yj  m-y  =     y^  7io  =  q 

ist,  wenn  q  die  Ordnung  von  %  bezeichnet. 

Ferner  sei  w  ein  Integral  der  Klasse,  dessen  Integrand 

w'  =  -7—    in    einem    beliebigen,    im    Endlichen    gelegenen 

Punkte  Ea  {z  =  C«),  der  ein  (i;„  —  l)facher  Verzweigungs- 
punkt von   T  ist,  die  Entwickelung: 

10)  ,0' = {z-ts'' ■  U + ^-+1  i^-iy^ +•■•], 

(u^  =  einer  der  Zahlen  1,  2  . . .  n) 

und  in  einem  beliebigen  der  n  00  fernen  Punkte  T  die  Ent- 
wickelung: 

2»)  -■  =  ^+^+- 

besitzt.  Dieser  Integrand  w'  wird  dann  in  allen  denjenigen 
Punkten  6«  unstetig,  für  welche  /« <C  0  ist,  etwa  in  den 
Punkten  £j  ...  6^  ...  £a,  und  besitzt  im  Unendlichen  nur  dann 
ein  von  Null  verschiedenes  Residuum,  wenn  v  <]  1  ist. 
Letzteres  möge  in  den  Punkten  ^\  . . .  d'o, . . .  d«  der  Fall  sein. 

Schliefslich  besitze  w   an  den  Querschnitten  a;.,   h^  die 
Periodizitätsmoduln  A,^  B,. 

Wir  bilden  nun  die  Funktion: 
3.0)  *  =  logr.— -. 
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Der  zweite  Faktor  w'  =  -t—  ist  in  T  eindcutiff.     Der  erste 

dz 

Faktor  log  r  ist,  wie  aus  dem  Schlufsresultat  des  vorigen 
Paragraphen  hervorgeht,  ein  Integral  der  Klasse,  das  nur 
logarithmische  Unstetigkeitspunkte  hesitzt.  und  zwar  sind 
das  die  Punkte  (iy,  und  ;'„.  Dieser  Faktor  wird  erst  ein- 
deutig in  der  einfach  zusannnenhüngenden  Fläche  7'",  die 
man  erhält,  wenn  man  in  T'  von  dem  gemeinsamen 
Kreuzungspunkte  /^  der  Querschnitte  o.  aus  nach  sämtlichen 
Punkten  {iy,  und  /,,  Schnitte  4  und  /',  anlegt,  die  w^der  ein- 
ander   noch    die    Schnitte    «;.,    h,.,    c-,,   schneiden    (Fig.    36 j. 


Fig.  36. 

Unterscheidet  man  die  Ränder  dieser  Schnitte  als  -\-  und 
—  Raud  so,  dafs  ein  -|-  Umlauf  um  einen  der  Punkte 
ßy.t  Yq  von  der  negativen  Seite  des  betreffenden  Schnittes 
auf  die  positive  Seite  desselben  führt,  so  hat  log  r  an  4 
(x  =  1  . . . /:)  den  Periodizitätsmodul  m^.27ri,  und  an 
i'p  (^  =  1  .  . .  r)  den  Periodizitätsmodul  —  n^ .  27ti.  Aufser- 
dem  besitzt  log  t  an  a^ ,  6;.  die  Periodizitätsmodulu 

2/ti  .  ^;.,     27ti  .  A;, 
Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Funkt.  14 
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wo  ^A,  7i;(A  =  l...p)  ganze  Zahlen  bezeichnen,   die  voll- 
ständig definiert  sind  durch  die  Integrale 


4?)       27tig^ 


f?l0gT,       2,71  i  .  h}  =z 


d  log  T. 


Wir  betrachten  nunmehr  das  Randintegral: 


5?) 


V 


log 

(2"') 


10 


'  .d: 


dz 


(T") 


wo  die  Integration  sich  in  positiver  Richtung  über  die  ganze 
Begrenzung  von  T"  erstreckt.  Drückt  man  dieses  Integral 
aus,  einmal  durch  die  Residuen,  die  der  Integrand  in  T" 
besitzt,  das  andere  Mal  durch  die  Periodizitätsmoduln,  so 
ergiebt  die  Gleichsetzung  der  so  erhaltenen  Werte  das  all- 
gemeine Abel'sche  Theorem. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Residuen  von  <P  in  T".  — 
Der  erste  Faktor  log  r  von  'P  wird  in  T"  nicht  mehr  un- 
stetig. Setzt  man  also  voraus,  dafs  die  Punkte  ßy,  imd  yo 
mit  keinem  der  Punkte  6„  und  d„  zusammenfallen,  so  hat 
log  T  in  der  Umgebung  der  Punkte  f „  und  da  Entwickelungen. 
von  der  Form: 


5?)    für  £.:  logT=C,  +  C,(.~  — r«)'«+C,(z-C„)''«  +  ..., 
6?)  für  da'.  logT 


r       r 


Im  Punkt  «„,  für  den  /<  <C  0  ist,  hat  man  daher 


7?)     <P 


12 


•  (^ — ^s  ■  U" + <^« +1  (~ — ^c^  +  •  •  J  • 

Soll  fl>  in  fa  ein  von  Null  verschiedenes  Residuum  besitzen^ 
so  mufs  die  rechte  Seite  von  7?)  ein  Glied  mit  dem  Nenner 
z  —  'C„  enthalten.  Da  für  —  f^i  <i  i*«  ein  solches  Glied  in 
der  Entwickelung  von  ^  nicht  auftreten  kann,  so  hat  man 
Residuen  nur  zu  erwarten  für  — (-i-^Va.  Angenommen, 
es  sei: 
8?)  — ^i  r=^  v„ -^  {.i^     d.  h.  —  (/f -j- /f„)  =  t'„ , 
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WO  Ua  irgend  eino  positivf,  ganze  Zahl  (die  Null  einsebliefs- 
lich)  bedeutet;  in  der  Entwickelung  Ti)  von  <P  haben  dann 
die  Glieder  mit  den  Koeffizienten: 

den  Nenner  z  —  ^„.  Die  Summe  *S„  der  Residuen  von  0 
in  f ,  . . .  f  „  . . .  ig  ist  daher : 


u  =  1 

WO  //„  =  —  (//  -|-  Vu)  ist. 

Im  Punkte  d„  hat  man: 


10 


■•■)    ^=(r.  +  ^  +  ^  +  ..).(^  +  '^  +  ..) 


Soll  </>  in  diesem  Punkte  ein  von  Null  verschiedenes  Kesi- 
duum  besitzen,  so  mufs  die  ganze  Zahl  »*  <^  1  sein.  An- 
genommen, es  sei 

110)      v=l  —  Vo,     (v„  einer  d.  Zahlen  0,1,2,...); 

der  Nenner  r.  der  allein  ein  Residuum  liefert,  kommt  dann 
vor  in  den  Gliedern  mit  den  Koeffizieuten : 

Tp  .  b,.My^.,  r^ .  />,.|.,.^_i,  .  .  .  r,,^  6,,, 

und  die  Summen  So  der  Residuen  von  </>  in  den  Punkten 
dj  .  . .  d„  .  . .  dt  ist : 

t 

12V)  S„  =  -2Jir^  i.,+.„+  r,  6„+,„ _,-f . . .  +  r,^.  b,), 

WO  V  -[-  v„  =  1  ist. 

Aufserhalb  der  Punkte  6«  und  ög  besitzt  4'  in  T"  kein 
weiteres  Residuum.     Es  ist  daher: 

I?)  V=27ti. 

I  2,    ^'«  (C'o  •  ^,«  +  f'u  -T   ^1   •  <^f'  + ,"«  -  1  +  •  •  •  +  ^!'a  ^VO 


o  =  1  i 


14^ 
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Andererseits  ist: 

V=      \0gT.Cü'.dz-\-2J 


z  =  l 


{T) 


/     +  +  -  -\ 

\\og  T  .  diu  —  log  T  .  dcoj 


l' 


I  /  +      +       -       -\ 

'    ylog  r  .  dto  —  log T  .  dcüj 


wo: 


log r  .dco  =  27ri .  ^^  [g^ .  B,_  —  h-,_ .  A-^, 


/.—i 


(2") 

yog  T  dto  —  log  T  .dio)  = 


rriy  .  27ii 


\log  T  —  log  r)  d 


10 


dco  =  wi;, .  2  7ti  .  [co  {ßy)  —  CO  (»j)] , 


f  y  { +     +     -     -\  f 

I     l'  ylogr. dco  —  log  T  .dioj=-7io.27ti.l 

J        V   Q  J 


y 
r 


dco 


ist. 


=  —  rio  .27ti  .  [co  (yo)  —  co  {i])] 

Berücksichtigt  man  daher,  dafs  Ivi^  =  luo  ist,   so  er 
hält  man: 

n?)  v=2  ni .  \2  {g-^ '  Bx  —  h  Ai) 

L;.-i 

J;  vi 

z=l  o=l      '  J 

Aus  I?)  und  n?)  ergiebt  sich: 


2^my,  .CO  (ßy)  — ^7io  ■  CO  {yo) 


A9) 


x=i 


X-l 
s 

+  2J  ^«  (^0  ^."  + ,"«  +  ^1  •  <',"  +  ,«„  -  1  +  •  •  •  +  ^««  ^u) 
a  =  l 
t 

—  >J{r^ .  b, + ,^  +  r^ .  6, + ,^  _  1 4- . . .  -f  r,,^  6,), 


a—l 
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2i;j 


wonn 


x=  1 


o=  1 


dlogr, 


27ti  .  A; 


rflogr, 


und     //-{-//„  =  —  i-„  ,     v  -|-  j/„  =  1  ist. 

Die  Beziehuns:  A*:')  ist  der  Ausdruck  ftir  das  all- 
gemeine Abel'sche  Theorem. 

Sind  alle  Unstetigkeitspunkte  und  Nullpunkte  von  v 
von  der  ersten  Ordnung,  so  sind  alle  Zahlen  in^  und  7i„ 
gleich  1.  Bezeichnet  dann  ß^  .  . .  ß^. .  .  ßq  das  System  der 
Nullpunkte,  y^  . .  .'/y. .  .'/q  das  System  der  Unstetigkeits- 
punkte von  T,    so   nimmt  die  linke  Seite  von  A9)  die  Form 

2^[^'^{ßx)  —  w  (/x)],  wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 


x=l 


'ßy. 


21" 


10. 


y.—  \ 


yy. 


Die  Beziehung  A.°)  geht  dann  über  in: 


A°)  2^\  dw 

7l  —  1 
a 
+  2!^'a  (Co  C„4.„^   4-   C,  C^  +  „^  _  1  -|-  .  .  .  -f  C„^  CV) 

t 


ö=i 


Bezüglich  der  Konstanten  ^;., /<;.  (A  =  1,  ...;>)  auf  der 
rechten  Seite  von  ^j  läfst  sich  allgemein  Folgendes  aus- 
sagen. 
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Betrachtet  man  an  Stelle  der  Funktion  r  mit  den  Null- 
punkten ß^ .  . .  ßq  und  den  Unstetig-keitspunkten  y^. .  .yq  die 
Funktion 

T  —  k 

wo  k  und  kj^  konstante  Gröfsen  sind,  so  sind  die  Nullpunkte 
von  T^  die  q  Punkte,  in  denen  r  =  k,  und  die  Unstetigkeits- 
punkte  die  q  Punkte,  in  denen  t  =  k^  wird.  Bezeichnet 
man  diese  Punkte  wieder  mit  ßj^.  • .  ßq  und  y^. .. yq,  so  ändern 
sich  diese  Punkte  stetig,  wenn  k  und  k^  sich  stetig  ändern. 
Setzt  man  zunächst  k  =  k^^,  so  fallen  die  Punkte  ß^  mit  den 
entsprechenden  Punkten  /;,  zusammen,  und  die  ^;.,  Ä;.  werden 
=  0,  wenn  man  in  A^^)   die   Integrationswege   von   y^  nach 

ß;,  auf  Null  reduziert.  Läfst  man  von  da  an  k  sich  stetig 
ändern,  so  ändern  auch  die  Punkte  ßy,  stetig  ihre  Lage, 
und  die  Zahlen  g^ ,  /i;.  bilden  so  lange  =  0 ,  bis  einer 
der  Punkte  ß^  einen  Querschnitt  überschreitet,  wenn 
nur  dabei  als  Integrationswege  die  simultanen  Wege  ge- 
wählt werden,  auf  denen  die  Punkte  ß^,  bei  der  Änderung 
von  k  vorrücken. 

Die  ganzen  Zahlen  ^;.,  h^  sind  also  unabhängig  von  w 
und  hängen  im  allgemeinen  ab  von  der  Natur  der  Funktion  t 
und  von  der  Lage  der  Querschnitte.     Legt  man  in  A^^)  den 

Integrationswegen  die  Beschränkung  auf,  die  Querschnitte 
a^j  h)_  (/  =  1 . . .  p)  nicht  zu  überschreiten,  so  sind  alle  ^;.,  h-,, 
gleich  Null.  Läfst  man  die  Integrationswege  beliebig  in 
T'  verlaufen,  ohne  Rücksicht  auf  die  Querschnitte,  so 
kann  man  den  Zahlen  gi,  h  beliebige  ganze  Zahlenwerte 
erteilen. 

Aus  A9)  resp.  A^*!)  lassen  sich  durch  Spezialisierung  von 

iü  mehrere  Beziehmigen  spezieller  Natur  ableiten. 

IT)  Es  sei  CO  ein  Normalintegral  I.  Gattung  Ui. 
Dann  ist: 


(0 


TTt.  ^;=^öf,/, 


und  die  Beziehung  A?)  resp.  A^*^)  geht  über  in 
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k  r 


/=i 


=  711  Jli—  2J 9^  •  «i/J  (i  =  1,  2  .  .  .  p), 

resp. 

ß^ '     w   /  '^".-  =  ^f^  i'  •  /'<  —  2^9^- '  "•/. »         (*'  =  1>  2  . . .  p), 

x—\ j  1=1 

J   V,. 

Legt  man  den  Integrationswegen  in  h^.)  die  Beschrän- 
kung auf,  die  Querschnitte  a;,  6^  (Ä  =  1  . .  .^i)  nicht  zu  über- 
schreiten, so  geht  \^'^,)  über  in  die  einfachere  Gleichung: 

Bi!)  ^'  /  <l^i  =  0,         für  t  =  1,  2  . .  .  ;>. 

119)  Es    sei    (Li    ein    Normalintegral    111.  Gattung 

<ji  (£,,€„),  —  In  diesem  Falle  wird  der  Integrand /' 

dz 

nur  unstetig  in  t^  und  e^,.  und  es  ist 

dw  1 

du)  1  ,    „ 

"WO  ^1,^2    ^^^  Werte   von   z  in   f^   und    €2  bezeichnen.      Es 
ist  daher: 

für  f^:     t'i=l,     i«==  —  1,     d.  h.  ;Uj=0,     c»  =  1, 

für  £.3 :     v„  =1,     ^f  =  —  1,     d.  h.  {.i.^  =  0,     c,t  =  —  1. 

Ferner  ist:  v  =  2,  Ä^_  =  0,  B'i_  =  2  [ux  (e^)  —  w;.  («j)]. 
—  Die  Beziehungen  A'?)  resp.  A^^)  gehen  somit,  wenn  man 
aufserdem  berücksichtigt,  dafs 

Coi  =  log  T  (ej,      C02  =  log  r  («o) 
ist,  über  in: 
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=  -^2J9^  [^?.  ih)  -  «A  ih)]  +  log     l  [l'\     , 
resp. 


CO)  27M^'^(«i,«.) 


=  -2.  Jjg,  K  («1)  -  Mh)]  +  l«g-T77Y~' 

;.  =1  ^  v*2y 

Führt  man  an  Stelle  der  Funktion  t  die  Funktion 

T  —  k 


T  —  h^ 


ein,  und  bezeichnet  man  die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte 
dieser  Funktion  wieder  mit  ßj^...ßq  resp.  /i.-./g,  so  geht 
CO)  über  in: 

C «)         J,W  (i  w  (s, ,€..)  = -2  2'  gi  {iii  (£,)  —  u^  (€2)] 

Legt  man  hierin  den  Integrationswegen  links  die  Be- 
schränkung auf,  die  Querschnitte  6;.  nicht  zu  überschreiten, 
so  ergiebt  sich 

C »)    i  fd.Z  (e„  .,)  =  log ^H=^ ■  44=^ ' 

3"^  ;;^i/      ^^  ^(«1)  — -fCr)     ^(«2)  — ^0^) 

wo  T  (ß)  =  k,  r  (y)  =  k^  ist. 

Sind  speziell  die  Punkte  yy.  die  Unstetigkeitspunkte  von 
T,  so  erhält  man: 
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und    schlii'fslich,    bii    Aiuvendun^^    des    Vertauschungssatzes 
von  Argumt'ut  und  Parameter: 


D»)  ^/^.'-(A->-J  =  log-,(,^)_,(^). 

In  dieser  letztern  Form  wird  später  das  Abel'sche 
Theort-m  für  Normalintegrale  III.  Gattung  zur  Lösung  de» 
Umkehrproblems  beniizt  werden. 

Nimmt  man  in  A'.'j  resp.  A,?)  f Ur  w  ein  Normalintegral 
II.  Gattung,  so  erhält  man  ebenfalls  eine  Beziehung  spezieller 
Natur,  das  Abel'sche  Theorem  fltr  Integrale  II.  Gattung. 
Da  diese  Beziehung  an  Bedeutung  hinter  den  Beziehungen 
ß?),  C9)  und  DV)  weit  zurücksteht  und  auch  im  folgenden 
nicht  zur  Anwendung  kommt,  leiten  wir  dieselbe  hier  nicht 
ab  und  verweisen  für  sie  etwa  auf  Stahl,  Abel'sche  Funk- 
tionen, §  19. 


Kapitel  IV. 

Funktionen  und  Punktsysteme  der  Klasse. 


§  27.    Umkelirung  des  Abel'schen  Theorems  für 
Integrale  I.  Gattung. 

Im  vorig-en  Paragraphen  ist  nachgewiesen  worden,  dafs 
wenn  eine  Funktion  x  der  Klasse  in  den  Punkten  ß^...ßy,...ßk 
Null  wird  zu  den  Ordnungen  m^ . .  .in^  . . .  mu,  und  oo  zu 
den  Ordnungen  w^  . . .  71^ . . .  n^  in  den  Punkten  y^  ...yQ...yr, 
wobei  Imy^  =  in^j  =  q  die  Ordnung  von  t  bezeichnet,  die 
2^  Beziehungen : 

tc  r  p 

1 0)     ^my_ .  Ui  {ßy)  —  2J''^Q  •  ^t  (^?)  =  Tii.hi  —  2^ gx-diA 

(z  =^  1,  2  . . ./)) 
bestehen,  wo  u»  dasjenige  Normalintegral  I.  Gattung  bedeutet, 
das   an   a;.,  i;.   die   Periodizitätsmoduln    (  .\'^i^  an   besitzt, 

und  g;_ ,  /i;.    ganze  Zahlen    sind,    die    definiert  sind  durch  die 

Integ;rale : 

a 
a 

ß 


iTti.gi  T= 


7 
b 

ß  ^ 


cZlogT,  27li.]lx 


d  log  1 . 


Dieser  spezielle,  im  allgemeinen  Abel'schen  Theorem 
enthaltene  Satz  ist  vor  allen  andern  wichtig  wegen  seiner 
Urakehrbarkeit.     Es  gilt  nämlich  der 
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Satz  r)       Sind  für  zwei  Punktsy steine 

t^l   ■      •  ßy.  •  •  •  ßk , 
y^  ...'/,,..  .  )r  « 

von  denen  das  erste  den  Punkt  ß;,  allgemein 
7/i^-nial,  das  zweite  den  Punkt  ;'„  allgemein 
?<„-mal  enthält,  wobei  I'm;,  =  A'»,,  ist,  die  p  Be- 
ziehungen 1'.')  erfüllt,  worin  /7/,/';.  ganze  Zahlen 
bedeuten,  so  giebt  es  eine  algebraische  Funktion 
T  der  Klasse  von  der  Ordnung  q  =  Iiny-=^  Irioy 
die  in  den  Punkten /!?;,  (jc  =  1, ...  ^-)  gleich  0'"*^  und 
in   den  Punkten  y„  (p  =  1, ...  r)    gleich    oo"?  wird. 

Beweis :  Wir  bilden  die  Exponeutialgröfse 

29)  1  =  6 


j 


1 
wo 

k  r  — 1 

39)  J=  2J  ni^  •  ÖJ  (ßy ,  y,-)  —   yn„.iö  {y„ ,  yr) 

p 

-\~  2  ^ g?.  •  «/.  +  constans 


?.  =  \ 


ist,  und  untersuchen  das  Verhalten  von  r  in   2''. 

Nullpunkte  und  Unstetigkeitspunkte  von  z  sind  nur  dort 
zu  erwarten,  wo  der  Exponent  J  unendlich  wird,  d.  h.  in 
den  Punkten  ß^  und  y„. 

19)  in  ßy{z  =  Zy)  wird  nur  ein  Integral  w  unstetig, 
und  zwar  ist  dort: 

^  {ßy.,  yo)  =  log  (-  —  ^x)  -|-  f-  c, 

und  daher: 

J=  my_ .  log  {z  —  Zy)  -j-  f.  c, 

/  nTO..        f.  c. 

T=^{z  —  z.^'-.e     , 

d.  h.   T  verschwändet   in   ß^  . . .  ß^  . . .  ßk    zu    den  Ordnungen 
m^. . .  Uly. . .  ,?«fc. 

2  9)  in  yn  {z  =  Zo)  ist : 

w  {Yq,  Yr)  =  log  {z  —  ^o)  +  f.  c,     {q  =  1,  2,  r  —  1) 
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und  daher 

J=  —  n^.  log  {z  —  c,)  +  f.  c, 

/  \ —  rin        f.  c. 

d.  h.  T  wird  in  den  Punkten  y-^^  .  • .  "/n  ■  .  -yr-i  gleich    oo    zu 
den  Ordnungen  n^  . .  .n^ . .  .  ?<,._i . 

39)  im  Punkte  7^(2  =  5,.)  ist: 


r  — 1 


J"  =  log  (2; Zr)  .     y^my_  -f-  log  {Z  Zr)  .      yHo 

=  —  log  {z  —  Zr).\  2^my,—    y  n„\  =  —  nr.  log  {Z—Zr)y 


und  daher: 


/  N »J-  f.  C. 

r  =  {z  —  Zr)      '^.e     , 


d.  h.  T  wird  in  yr  unendlich  zur  Ordnung  7v- 

Ein  Teil  unserer  Behauptung  ist  hiermit  als  richtig  er- 
wiesen. Es  bleibt  nur  noch  das  Verhalten  von  r  an  den 
Querschnitten  von   T'  zu  untersuchen. 

J  ist  eindeutig  in  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  T",  die  man  erhält,  wenn  man  in  2"  vom  gemein- 
samen Kreuzungspunkte  i]  der  Schnitte  c^  . .  .Cp  aus  Schnitte 
l^  . .  .ly, . .  .  Ijt,  l'i  . .  .I'q  . .  .l'r  nach  den  logarithmischen  Un- 
stetigkeitspunkten  anlegt.     In   T"  ist  nun: 

+        T 
1?)  an  a,-  {i=  1  . .  . p):    w  =  w, 


4- 


J—J=2gi 


71 1 


+  - 

und  daher,  da  gt  eine  ganze  Zahl  sein  soll :  r  =  r. 

29)  an  bi{i=  l,...p): 
+ 

<^  {ßy.  5  /r)  —  W  (/?^ ,  /r)  =  2  [?Ai  ißy)  —  Ui  (/r)]  , 

t^  (/t- :  7r)  —  ^^  (/? ,  7r)  --  2  .  [m»  (y^)  —  Wi  (7,)]  , 

+ 


§  27.  ümkebruuü:  d.  Abel 'scheu  Theorems  für  Integrale  I.  Gattung.    2-1 
ond  (laht'r: 

J—J=2  2Jm,  b'i  Ot)  —  ".  (yr)] 

r-\  p 

—  2  2Jno  [ui  (/(,)  —  ici  (yr)]  -f  2  2Jff>.  a./ 
»  =  1  ;.  =  1 

k  r  p 

=  2  2J  >">=  ■  "i  it%)  —  2  2J'\^ '  w.-  (/(.)  +  2  ^V/.  «ii 

X  .=  1  O  =  1  /.  =  1 

+      - 
d.  h.  T  =  T. 

+      -  +      - 

3?)  an  4:  J — /=  —  my_.27ti,  d.h.  r  =  t, 

+       -  .  +      - 

„    Z„  ((>  =  1, . . .  ?■):    J —  J  =  —  »„  .  2711,   d.  h.  T  :=  r. 

Die  Funktion  t  ist  somit  in  T  eindeutig;  ihre  Null-  und 
Unstetigkeitspunkte  sind  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen 
Punkte  ßy.  und  /,,,  und  die  Ordnung  des  Null-  und  Unstetig- 
werdens von  T  in  diesen  Punkten  ist  eine  endliche,  t  ist 
daher  eine  Funktion  der  Klasse  mit  den  im  Satz  I?)  aus- 
gesprochenen Eigenschaften. 

Ein  Punktsystem,  in  dessen  einzelnen  Punkten  eine 
Funktion  t  der  Klasse  zur  ersten  oder  zu  einer  höheren 
Ordnung  Null  wird,  nennen  wir  mit  Christoffel  ein  Punkt- 
system der  Klasse.  Dieselbe  Bezeichnung  benutzen  wir 
auch  für  das  System  der  Unstetigkeitspunkte  von  r,  und 
nennen  das  System  der  Nullpunkte  und  das  der  Unstetig- 
keitspunkte von  r  zusammengehörige  Punktsysteme 
der  Klasse.  —  Mit  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise 
können  wir  nunmehr  den  fundamentalen  Satz  aussprechen: 

Satz  IP)     Die  p  Beziehungen: 

kr  p 

{i  =  l,2,...p) 

fc  r 

worin  ^m^=^7?„  =  ^    ist,     und    die    Gröfsen 

X=l  0=1 

my,no,  ff).,  hi    ganze    Zahlen    bedeuten,    sind    die 


222  I^-  Funktionen  und  Punktsysteme  der  Klasse. 

notwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen 
dafür,  dafs  die  Punktsysteme  ß^  .  ^  .  ßy_ . . .  ßh  und 
y^  . .  .Yf, . .  .yri  von  denen  das  erste  den  Punkt 
ßy,  allgemein  «i;,-mal,  das  zweite  den  Punkt  yo 
allgemein  w^-mal  enthält,  zusammengehörige 
Punktsysteme  der  Klasse  sind. 

Denkt  man   sich   das  Abel'sche   Theorem  für  Normal- 
integrale I.  Gattmig  u  in  der  Form: 

geschrieben,  wo  das  Kongruenzzeichen  ^=  andeuten  soll,  dafs 
die  linke  Seite  gleich  der  rechten  ist  bis  auf  ein  System 
von  Simultanperioden  von  ?/,  so  läfst  sich  der  vorige  Satz 
auch  aussprechen,  wie  folgt: 

Satz  in^)  Das  Punktsystem  ß^  . . .  ßy,  . . .  ß^  ist  dann  und 
nur  dann  ein  Punktsystem  der  Klasse,  wenn 
die  Kongruenz  4?)  durch  ein  mit  ß^  . . .  ß^  nicht 
identisches  Punktsystem  ;'j  ... /q  erfüllt  werden 
kann. 

Wo  es  nicht  auf  Systeme  von  Simultanperioden  von  u 
ankommt,  läfst  sich  also  die  Summe  ^  u  [ßy)  ersetzen  durch 

yjii{yy).     In  diesem  Sinne  nennt  Herr  Rost  (Theorie  der 

Riemann'schen  ^-Funktion,  pag.  24*?)  ein  Punktsystem 
ß^...ßq^  das  den  Bedingungen  des  vorigen  Satzes  genügt, 
ein  ersetzbares  Punktsystem,*) 

Die  Sätze  11°)  und  IIP?)  dieses  Paragraphen  liefern  ein 
erstes  Kriterium  für  Punktsysteme  der  Klasse. 


*)  Trotz  des  in  dieser  Bezeichiumg  liegenden  Hinweises  auf  die 
im  obigen  Satze  ausgesprochene  grundlegende  Eigenschaft  des  Punkt- 
systems i:li  . . .  ßq,  werden  wir  im  Folgenden  der  von  Christoffel 
benutzten  Bezeichnung  „Punktsystem  der  Klasse"  den  Vorzug 
geben,  da  sie  sich  in  natürlicher  Weise  an  die  allgemein  übliche  Be- 
zeichnung „Funktion  der  Klasse-'  anlehnt. 
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§  28.    Dar.stellun^'  der  Finiktioiien  der  Kla.sse; 
zweites   Kriterium    für  Piinktsysteine    der  Klasse. 

Das  Punktsystem  ^,  .../,,... /^^  das  allgemein  den 
Punkt  Y^  H„-mal  enthält,  sei  das  System  der  Unstetigkeits- 
punkte  einer  Funktion  r  der  Klasse,  und  zwar  sei: 

IV)  in  y^{z  =  t„^s  =  a„): 

^^      .-] ^ L         J iV 1^^ 

~  r^ r  ^2    I   •  •  •   I    /^ r  ^np    \J  • '  •  •  • 


z—^„  '  (z-Cnr  '  ■■■  '  i^-c,)' 


9 


Bezeichnet    dann    V'(o, «)    den    Integranden  ^. \  '   {  in    J^?"), 

F'{s,z)  ^' 

§  22,  80  ist  das  Produkt: 

2?)  F=T.'/-(o,f) 

eine  Funktion    der  Klasse,    deren  Residuen    sieh    leicht   be- 
stimmen lassen.     Es  ist  nämlich: 

19)  in  £(2:=Q: 

l\m{z  —  C).U(o,€)  =  l, 

lim  r  (o)  =  T  (e), 

und  daher  V=     '^^%  +  f .  e., 

z  —  C 

d.  h.  Res  («)  =  r  (e). 

2.'')  in  y^,{z^=':n,  s  =  o,,): 

und  daher: 

Res  iyo)  =  Rf.  Tiy,,  t)  -{-  i^f .  ^iy,,  e) 

+  -^  ''-'(Y,,  ')  +  •■•+    („^tli),    •/''»^■-"(/,,  «). 

Im  Endlichen   kommen   weitere   Residuen   von  V  nicht 
vor.  —  Im  Unendlichen  ist : 
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3?)  In   o^y,\ 

lim  z  .T  .  W  (o.  e)  ^= lim  z  = t  (  ccy), 

n  n        ^      '' 

und  daher: 

Res  ( 00;,)  ^= T  (  ooj,),         (x  =1.2...  n). 

Berücksichtig-t    man    nun,    dafs    die   Summe    aller  Re- 
siduen von  V  gleich  Null  ist,  so  erhält  man  die  Beziehung: 


r(£)+214'^'^^(;^,,0  +  . 


c  =  i 
(»»«) 


oder,  da  nach  Früherem  der  Punkt  «  beliebig  angenommen 
werden  kann: 

10)  t{p)=C-Z\l^'^.^-{y    0) 

1     " 

"WO  C= — JL '^  (  o°x)? 

und  allgemein   'I'''\r ,.  o)  =  ^  (^  Pia\u)  ''^' 

Diese  Formel  liefert,  falls  die  ünstetigkeitspunkte 
Yi-  ■ '  Yo- '  .yr  bekannt  sind,  einen  algebraischen  Aus- 
druck für  T.  Vorausgesetzt  ist  jedoch  bei  der  vorher- 
gehenden Ableitung,  dafs  alle  Punkte  /^ . . .  y^  im  Endlichen 
liegen. 

Eine  andere  Darstellungsform  für  r  ergiebt  sich  auf 
folgende  Weise.    Es  sei  wieder: 

myJz  =  t^)'.    T  =  2J    ,       \  V    +f-  c,   (^  =  1,2...^). 
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Nimmt     man     hierzu      den     alliriMiieincn     Intefrraiideii 
I.  Gattuiifr  ?/•',    <i(.*r   in  der  rmo:ol)unj;  y^  die  Entwiekelunj^ : 


>/y -r       2' 

T    \n^—  1 


3 ?)     tr'  =  »-' (yj  +  — -^  ,." (;' J  +  '^     tr"'(y J  + 


<--         '^(>^  (n.)  ,      .     , 

+    f»o-l)!   ""  '^y^^-r-'-- 

besitzt,  so  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  Funktion 
der  Klasse 

4?)  r  .  xc 

die  Residuensnmme  Null  hat,  die  Beziehung: 

Ersetzt  man  hierin  xc'  der  Keihe  nach  durch  die  p  Normal- 
integranden 1.  Gattung  u\ . .  .u'.^_. . .  ?<^,  so  ergeben  sich  die 
}->  Relationen : 

+  if  «^' W  +  •  •  •  +  ino-\)\ ""'^'^  M  =  0,  (/.  =  1,  2 . . .p). 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  läfst  sich  der  Dar- 
stellungsformel für  X  eine  andere  Gestalt  geben.  —  Wir 
haben  früher  (§  23,  9.")  für  das  definitiv  normierte  Integral 
U.  Gattung,  das  in  einem  Punkte  j/  (z  =  C,  s  =  a)  zur  v**" 
Ordnung  algebraisch  unstetig  wird,  den  Ausdruck  abgeleitet : 


<(')(o,  y)  -  -^  ZA,  (0)  .  ^  {y)  -  W''  -''  {y,  o\ 


Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Fankt.  15 
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Hieraus  folgt: 

Wendet  man  dies  auf  19)  an,  und  berücksichtigt  dabei 
die  Beziehungen  11^^),  so  erhält  man: 

in?)  T  (0)  =  c  +  i'  [R^^\  i(i)  (0,  yj 

Ö  =  l 

Diese  zweite  wichtige  Darstellungsformel  drückt  im 
Gegensatze  zu  I?),  die  Funktion  r  der  Klasse  durch  trans- 
cendente  Funktionen,  die  definitiv  normierten  Integrale 
II.  Gattung,  aus,  hat  aber  den  grossen  Vorzug,  die  ün- 
stetigkeitspuukte  von  r  in  vollkommen  durchsichtiger  Form 
anzugeben. 

Für  die  Formel  III?)  ist  es  wesentlich,  dafs  die  Gröfsen 
R^°^  (ff  =  1,  2, . . .  w  J  den  Bedingungen  11^?)  genügen.  Sind 
umgekehrt  diese  Bedingungen  11/^)  so  erfüllt,  dafs  nicht  alle 
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i?p  =  0  sind,  so  stellt  dir  rcchtr  Seiti'  von  111'?)  ciiu'  Funktion 
dar,  die  {reniäfs  7'.'    s<  2ö    im  riinktc  /„  die  Entwickolung: 


H'i' 


+ 


Bf 


+  ...+ 


f.  c. 


besitzt  und  aurserdeni  zufolge  der  Periodizitätseigensehaften 
der  <<•>  an  allen  Querschnitten  «;.,  b;_  den  Periodizitätsmodul 
Null  bi'sitzt,  also  eine  Funktion  der  Klasse  ist.    Dies  giebt  den 

Satz  r|    Bezeichnet 

ein  beliebig  in  T  angenommenes  Punktsystem, 
das  allgemein  den  Punkt  y„  w„-mal  enthält,  so 
giebt  es  dann  und  nur  dann  eine  Funktion  t  der 
Klasse,  deren  System  von  Unstetigkeitspuukten 
aus    sämtlichen    Punkten    y^    oder    aus    einem 

Teile  derselben  besteht,  wenn  die7)Beziehungen 
ll^ö)  durch  Gröfsen/i^J,"^  befriedigt  vrerden  können, 
die  nicht  alle  Null  sind. 

Dieser  Satz  liefert  ein  zweites  Kriterium  für  Punkt- 
systeme der  Klasse. 

Zum  Schlüsse  leiten  wir  noch  eine  dritte  für  das  Folgende 
wichtige  Darstellungsform  für  t  ab.*) 

Es  sei  wieder  r  eine  Funktion  der  Klasse  mit  den  Un- 
stetigkeitspunkten  y^  . . .  y^  . . .  y,.  und  den  zugehörigen  Ent- 
wickelungen : 

0  =  1    v~      b^;  t*  ^ 
Wir  bilden  die  zwei  Integrale  der  Klasse : 


59) 


J^=  \  T  .  iv' .  dz 


•)  Siehe  Christoffel,  Brioschi's  Annalen,  Bd.  X.  1880. 

15* 
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wo    iv'  ein    beliebig   angenommener,    allgemeiner  lutegrand 
L  Gattung,  F{o,y^)  das  in  H9)  §  22  definierte  Integral  ist, 

und   die    Gröfsen '^^'\  ^;,'\  . .  .^JT^"'^   definiert   sind    durch 
die  Gleichmigen: 


6?) 


e       1 

^  (a_l)! 


?(ö) 


-ß«  .  w'^"^  (Yo\  ((ff-l)!  =  lfürff=l.) 


n„  —  1 


2,     ((7—1)1        ?  ^V' 

.(2)_  _   2      ^^  __J__  7?('^+2)    ,-.(a)  ^v   ^ 

(7=1      ^  J 


n„  —  1 


n^ 


^^^^''^'l/J, 


4  ("«-!) 

^  (n^o  — 2)!    "? 

f/(ff  -  1)  w;' 

in  denen   allgemein   ?ü(''^  (/^)    den  Wert  von  — j^a-i —  ^^ 

Punkte  y^  bedeutet,    und   untersuchen   das  Verhalten  dieser 
Litegrale  in  T'. 
Es  ist: 

1  ?)  für  z  ^  co: 

w'=0%     d.  h.  J^  =  i.c., 
t'"'  (0,  /p  =  f.  c. , 


d 


^  =  -l-  +  f.c.,  ^^;:^=0  nach  n?) 


und  daher    lim  Jj^T-"^     ^^'/^^  =0',  d.h.  J^  =  f.  c. 


)=i 


dz 


2?)  Im  Endlichen  ist  aufserhalb  y^  (^  =  1,  2  ...  r-)  über- 
all J^  =  f.  c,  Jo  =^  f-  c- 
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In  yp(2  =  Cf)  ist: 

J(0)  .(1)  1  ,  ^(2) 


und  daher: 

(»(>  —  2)!     ^(n    -1)     I     ^ 

In  y   (^  =  1,  2  . . .  »•)  ist  also  J^  —  '^a  =  f-  c-     Die  Diiferenz 

ist  daher  in  2"  überall  stetig,  also  ein  Integral  I.  Gattung: 

p 

J^  —  J<i^=  ^  C).  •  «;.  +  eonstans. 

;.  =  i 

Hieraus  folgt: 
IV?)         r.xo'=     Vc, .  tc\  +  i'  Ia^  .  ^^£hlA 

"•        dz       ^  '       -  dz  1 


p 

^  "    '■        1       f  f  ,,(0)  dP{o,yg) 

O  =;  1  I-  *-<^  -^ 
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Diese  Formel  stellt  die  Funktion  x  der  Klasse  dar  durch 
einen  Quotienten,  dessen  Divisor  ein  beliebiger  Integrand 
I.  Gattung  ist,  und  dessen  Dividend  sich  linear  zusammen- 
setzt aus  einem  Integranden  I.  Gattung,  einem  Integranden 
III.  Gattung  und  einer  Summe  von  Integranden  U.  Gattung. 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  IV  9)  vorkommenden  kon- 
stanten Koeffizienten  c^  . . .  c^  sind  nicht  willkürlich,  sondern 
müssen,  wenn  die  rechte  Seite  von  IV  *^)  nicht  noch  in 
andern  Punkten  als  den  Unstetigkeitspunkten  von  r  unstetig 
werden  soll,  so  bestimmt  werden,  dafs  die  rechte  Seite  von 
IV?)  in  sämtlichen  Nullpunkten  von  w'  Null  wird.  Da  die 
rechte  Seite  von  IV?)  für  2:  =  oo  ebenso  wie  ?o'  gleich  0- 
wird,  wie  aus  der  Bildung  der  Integranden  11.  und 
in.  Gattung  hervorgeht,  so  genügt  es,  die  Koeffizienten 
6'j  . . .  c^  so  zu  bestimmen,  dafs  die  rechte  Seite  von  IV?)  in 
den  im  Endliehen  gelegenen  Nullpunkte  von  w'  Null  wird. 
Diese  Bestimmung  ist,  da  txo'  stets  in  der  Form  IV?)  sich 
darstellen  läfst,  unter  jedem  Umständen  möglich. 

Der  Integrand  xo'  in  IV?)  und  IV^^)  kann  beliebig  ge- 
wählt werden.  Denkt  man  sich  w',  wenn  möglich,  so  be- 
stimmt, dafs  dieser  Integrand  in  sämtlichen  Punkten  y^  zu 
derselben  Ordnung  verschwindet,  zu  der  t  daselbst  unstetig 
wird,  so  sind  alle  Gröfsen  A    gleich  Null,   und  die  Formel 

IVa^  reduziert  sich  auf: 

V9) 


Umgekehrt  geht  IV^?)  nur  dann  in  V?)  über,  wenn  alle  Aq 
gleich  Null  sind,  d.  h.  wenn  der  Integrand  w'  in  allen 
Punkten   ;/^  (^  =  I , . ,  y)    zu    den    Ordnungen    verschwindet, 

zu  denen  dort  t  =  00  wird.     Dies  giebt  den 

SRIZ  11'-)  Läfst  sich  der  allgemeine  Integrand  lo'  so 
bestimmen,  dafs  er,  ohne  identisch  Null  zu 
werden,  in  jedem  der  r  Unstetigkeitspunkte 
y  {q=\^2  .  .  .r)  einer  Funktion  r  der  Klasse  zu 
derselben  Ordnung  n^  verschwindet,  zu  welcher 
r     daselbst     unstetig     wird,     so     läfst    sich    t 
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darstellen  als  Quotient  zweier  Intefjranden 
I.  Gattung-,  und  diesi-  Darstellunjr  ist  aueli  nur 
unter  den  vorigen  Bedingungen  möglich. 

Funktionen  r  der  Klasse,  die  sich  in  der  Form  V?) 
darstellen  lassen,  nennen  wir  mit  Christoffel  (Hriosehi's 
Annalen,  Bd.  X,  pag.  240 — 301)  Funktionen  I.  Gattung; 
das  System  der  Unstetigkeitsj)unkte  einer  solchen  Funktion 
heji'se  dementsprechend  ein  I'unktsystem  1.  Gattung.*) 
Funktionen  der  Klasse,  die  sich  nicht  in  der  Form  V?j  dar- 
stellen lassen,  mögen  Funktionen  II.  Gattung  heifsen, 
und  das  System  der  Unstetigkeitspunkte  einer  solchen  Funktion 
ein  Punktsystem  LI.  Gattung. 
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Klasse.    Der  Riemann-Roch'sche  Satz. 

Aus  den  an  Formel  IV?)  des  vorigen  Paragraphen  sich 
anschliefsenden  Betrachtungen  folgt,  dafs  die  Integranden 
1.  Gattung  für  die  Theorie  der  Punktsysteme  der  Klasse 
von  grundlegender  Bedeutung  sind.  Wir  untersuchen  daher 
diese  Integranden  etwas  genauer. 

Der  allgemeine  Integrand  1.  Gattung 

ist  eine  Funktion  der  Klasse  und  besitzt  daher  ebensoviel 
Nullpunkte  ynt  Unstetigkeitspunkte  erster  Ordnung  (mehr- 
fache Nullpunkte  und  Unstetigkeitspunkte  denken  wir  uns 
hierbei  in  einfache  aufgelöst).  Da  lo'  nur  in  den  Ver- 
zweigungspunkten von  T,  und  zwar  in  einem  Verzweigungs- 
punkte von  der  Ordnung  ,«  höchstens  zur  Ordnung  (.l  —  1 
unstetig  wird,  so  ist  die  Gesamtordnung  des  Unstetigwerdens 
von  ic'  gleich  der  Anzahl  v  der  einfachen  Verzweigungs- 
punkte, die  sämtlichen  Verzweigungspunkten  von  T  äqui- 
valent ist.  Diese  Anzahl  v  ist  nach  3?j  §  15  gleich  2p-\-2n — 2. 


*)  Die  Punktsysteme  I.  Gattung  sind  identisch  mit  den  Spezial- 
gruppen  der  Herren  Brill  u.  Nöther,  die  Punktsysteme  11.  Gattung 
mit  den  Nichtspezialgruppen  derselben  Autoren. 
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rr'  besitzt  also  auch  2  p-}- 2  n  —  2  Nullpunkte  erster  Ord- 
nung, und  zwar  liegen  2n  derselben  jedenfalls  im  Unend- 
lichen, da  jeder  Integrand  I.  Gattung  im  Unendlichen  in 
jedem  der  n  Blätter  von  T  mindestens  =0-  wird.  Die 
übrigen  2;?  —  2  Nullpunkte  von  ic'  liegen  im  allgemeinen 
im  Endlichen;  wir  bezeichnen  sie  kurz  als  die  im  End- 
lichen liegenden  Nullpunkte  von  iv',  womit  nicht 
ausgeschlossen  sein  soll,  dafs  für  spezielle  Integranden 
I.  Gattung  einige  dieser  2  p  —  2  Punkte  oder  sogar  alle  im 
Unendlichen  liegen  können.  Bezeichnet  man  diese  2p  —  2 
von  der  Wahl  der  Koeffizienten  c^  . . .  Cp  abhängigen, 
variabeln  Nullpunkte  von  tc'  mit  e^  . . .  Sy. . .  Sop^o  und 
die  Verzweigungspunkte  mit  a^.  ..a„. .  .a^;,  so  gilt  der  Satz: 

Satz  I^)  Der  allgemeine  Integrand  I.  Gattung 
zo'  ist  von  der  Ordnung  2p-}-2?2  —  2,  und 
seine  Nullpunkte  und  Un  Stetigkeits- 
punkte sind  verbunden  durch  die  p  Be- 
ziehungen: 


2p- 

,U=1  /fl=l  )  =  1 


29)         J^uiia,)^  j;«i(£.)  +  2^Mi(oo,,),  {1=1,2. ..p) 


des     Abel'schen     Theorems     für    Integrale 
I.  Gattung, 

Wir  kehren  nunmehr  zu  den  Betrachtungen  des  vorigen 
Paragraphen  zurück. 

Am  Schlüsse  des  §  28  haben  wir  gesehen,  dafs,  wenn 
es  möglich  ist,  den  allgemeinen  Litegranden  I.  Gattung  iv' 
so  zu  bestimmen,  dafs  er,  ohne  identisch  Null  zu  werden, 
in  jedem  der  Unstetigkeitspunkte  y^  ••//,■•.  7r  einer  Funktion 
T  der  Klasse  zu  derselben  Ordnung  verschwindet,  zu  der  r 
in  diesem  Punkte  unendlich  wird,  die  Funktion  t  sich  in 
sehr  einfacher  Weise  als  Quotient  zweier  Integranden 
I.  Gattung  darstellen  läfst.  Der  Wichtigkeit  dieses  Falles 
wegen  untersuchen  wir  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung 
von  to'  etwas  genauer. 

Die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  von  t  im  Punkte 
y^(Q  =  1,  . . .  ?')   sei  allgemein  gleich  n^.     Die  Gleichungen, 
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welche  aiisdrüeken,  dafs  >r'  in  jedem  ruiikto  ;',,  /iir  ent- 
spreeüeudeii  Urduuiij;  >i^,  versclnviiidet,  lauten  dann: 

3?)  tv'  (yp)  =  0,  tc"  (yp)  =  0,  . . .  w<»n^  (y^)  =  0,(q=1,2  .  ..r). 

r 

Diese  Gleiclnmgen.  deren  Gesamtzahl  =  ^n„  =  q  ist,  sind 

''    '         . 
linear    und   homogen    in   den  zu  bestimmeuden  Koeffizienten 

p 

c,  .  . .  '-p    des    allg'emeinen    Integranden     ?r'  =  ^'o.  ";.     and 

).—\ 
können  daher  niemals  einen  Widerspruch  enthalten,  da  es 
stets  ein  System  von  Lösun<;en  giebt,  das  diese  Gleichungen 
befriedigt,  niimlich  das  Lösungssystem  (\  ^c,  =  ...  =  fp  =  0. 
Die  Frage,  die  hier  zu  untersuchen  ist,  lautet  jedoch :  unter 
welchen  Umständen  ist  es  möglich,  sämtliche  Gleichungen  3?) 
durch  Gröfsen  <\...Cp  zu  befriedigen,  die  nicht  alle 
gleich  Null  sind?  Die  Beantwortung  dieser  Frage 
gründet  sich  auf  die  Betrachtung  der  Beziehung  11?)  des 
vorigen  Paragraphen. 

In  dieser  Relation  IIV) 
2;  yiif  .  w'  (yp  +  -f^  w"  {y^\  +  -^V  ^^^^^  (/,)  +  •  •  • 

^{no  —  iy.  ^    J 

sind  die  Gröfsen  it*^"?^  (^  ==  1  .  . .  ?•),  wenn  wir  voraussetzen, 
dafs  T  in  y,,  wirklich  zur  Ordnung  no  unstetig  wird,  alle 
von  Null  verschieden.  Denken  wir  uns  daher  die  Koeffi- 
zienten c'j  , . .  Cp  so  bestimmt,  dafs  die  Gleichungen : 

^' (/i)  =  0, ... z^("') (yj  =  0,  ...?.'(/,)  =  0, ...?«'"'- 'V;^r)  =  0 

erfüllt  sind,  so  folgt  aus  II?)  unmittelbar,  dafs  auch  die 
Gleichung: 

oder,  da  i?^  **     von  Null  verschieden  ist,  die  Gleichung: 
erfüllt  ist.  — 
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Dies  giebt  den 

r 

Satz  IP)     Die    g  =  J7»^«  G^leichungen    3?),     die    aus- 

drücken,  dafs  der  allgemeine  Integrand 
1.  Gattung 

V 

w'  =   y^  ci  u[ 
/.  =  i 

in  jedem  Punkte  y,^  des  Systems  y^^.  •  -yn  -  •  -Vr 
der  Unstetigkeitspunkte  einer  Funktion  r  der 
Klasse  zu  derselben  Ordnung  uo  verschwindet, 
ZU  der  r  daselbst  unstetig  wird,  enthalten 
mindestens  eine  überzählige  Gleichung.*) 

Dieser  Satz  läfst  sich  umkehren. 

Angenommen,  das  System  3?)  enthalte  die  -/.  (^  1) 
überzähligen  Gleichungen: 

4?)   ..^"1^  (/,,)  =  0, ... ,  t/"«^  (7„J  =  0,  . . .  lo^''-"-'  (y„J  =  0, 

wo  f-i^  . . .  f.ia  . . .  f^y.  Zahlen  aus  den  r  Reihen  1,  2  ...  w^ 
{q^\  . . .  r\  und  y,.^ . . .  y,,^  . . .  7,,^  Punkte    aus  dem  System 

7^  ...  7   ...  7^   bedeuten,    von   denen   auch   zwei    oder  mehr 

identisch  sein  können.  Die  übrigen  q  —  x  Gleichungen  des 
Systems  39) 

50)     ^^'C"-+^)(y.J=0,..^/"'^+.^)(;^.^)  =  0,...^.<"<^)(/;.^_J  =  0, 

in  denen  iCyj^^^ . . .  i-tyj^^^ . . . (.i,^  in  unbestimmter  Reihenfolge 
diejenigen  Zahlen  bezeichnen,  die  von  den  r  Reihen 
1,  2  . . .  n^  ((>  =  1  . . .  r)  nach  Wegnahme  von  (.i^. . .  (Xa  •  ■  •  l^^y. 
übrig  bleiben,  und  yn^...yn....y„  _^  Punkte  aus  der  Reihe 
y^. .  .y^  . . .  y,.  bedeuten,  von  denen  auch  zwei  oder  mehr 
unter  sich  oder  mit  Punkten  ;',.„  identisch  sein  können, 
nennen   wir  die  wesentlichen  Gleichungen  des  Systems  3?). 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  zwischen  den 
Polynomien  der  Gleichungen  4?)  und  5?)  x  Beziehungen  von 
der  Form: 

6?)  ^.("«)  (^.J  =  '^c^f, .  u'("-+/^)  {y„^),  (a  =  1, . .  .  X) 


*)  Chri Stoffel,  Brioschi's  Annaleu,  Serie  II,  Bd.  IX,  1879. 
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wo  die  konstanten  Koeffizienten  <\,^  niclit  alle  —  0  sind. 
HerUclvsieliti<rt  man,  dal's  diese  Beziehungen  Identitäten  (iu 
Bezug  auf  die  Koeflizienteu  Cj...Cp  von  ?r'rr^  2 f;  »;  dar- 
stellen, und  dal's  daher  in  6°)  die  beiderseitigen  Multi- 
j)likatoren  eines  jeden  Koeffizienten  c;.  einander  gleich  sind, 
so  erkennt  man,  dal's  G?)  äquivalent  ist  mit  den  /. p  Be- 
ziehungen : 

7»)  «<"«)(.o=;i; <■,.,. «r'+'' (.»,).     (r=!,1::;;) 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Beziehungen,  welche  eine  not- 
wendige Folge  der  Annahme  von  z  überzähligen  (Gleichungen 
im  System  3?)  sind,  nimmt  die  linke  Seite  der  Kelationen 
11*^)  des  vorigen  Paragraphen  die  Form  an: 


u 

r 


worin    (ßx-\-,s — Ij'-   und  (,</„ — 1)  gleich  1  zu  nehmen  sind, 
wenn  fix+^  und  «„  gleich  1  sind.     Setzt  man  hierin 

(/<;,4.,^  — 1)!  „-^1  (/<„—    1)!  ' 

für  /i?=l,2...^  —  /., 

so    sind    die   i>  Beziehungen  11^*^)    des   vorigen  Paragraphen 
^anz  sicher  erfüllt.     Die  q  —  /.  Gleichungen  8  9),    in  denen 
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nicht  alle  Cafi  gleich  Null  sind,  bestimmen  jede  eine  der 
q  —  -/.  Gröfsen  E„  ,  während  die  z  Gröfsen  Ji,.^^  will- 
kürlich bleiben  nnd  also  auch  von  Null  verschieden  an- 
genommen werden  können.  Unter  der  Voraussetzung,  dafs 
das  System  3'?)  x(^l)  überzählige  Gleichungen  enthält, 
lassen  sich  somit  die  Gröfsen  ü'o  so  bestimmen,  dafs  die 
p  Beziehungen  11^^)   des   vorigen  Paragraphen   erfüllt   sind, 

ohne  dafs  alle  Ro^O  sind.  Fassen  wir  das  Vorher- 
gehende  zusammen,  so  können  Avir  daher,  nach  Satz  19), 
§  28,  folgenden  Satz  aussprechen : 

SntZ  III^)  Die  erforderliche  und  ausreichende  Be- 
dingung dafür,  dafs  zu  einem  Punktsystem 
7^.../^.../,.,   das  den  Punkt  y^  allgemein  w^-mal 

enthält,  eine  Funktidn  r  der  Klasse  existiert, 
die  in  allen  diesen  Punkten  y^{Q^l,...r)  oder 

in   einem  Teile   derselben  zur  Ordnung  n^  oder 

zu  einer  niedrigeren  Ordnung  unstetig  wird, 
ist  dafs  das  Gleichungssystem  3?)  überzählige 
Gleichungen  enthält. 

Dieser  Satz  liefert  ein  drittes  Kriterium  für  Punkt- 
systeme der  Klasse. 

Die  bisherigen  Erörterungen  dieses  Paragraphen  geben 
uns  nunmehr  auch  die  Antwort  auf  die  Frage,  wann  eine 
vorgegebene  Funktion  t  der  Klasse  von  der  Ordnung  q  eine 
Funktion  I.  Gattung  ist,  und  wann  eine  Funktion  II.  Gattung. 

Bedeutet  x  wieder  die  genaue  Anzahl  der  überzähligen 
Gleichungen  des  der  Funktion  r  entsprechenden  Gleichungs- 
systems 39),  so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

A  ?)  Es  sei  q  —  x  <^  p. 

In  diesem  Falle  bestimmen  die  wesentlichen  Gleichungen 
des  Systems  39)  q  —  /.  von  den  Koeffizienten  c^. .  .  Cp  des  all- 
gemeinen Integranden  I.  Gattung  als  Funktionen  der  übrigen 
X  Koeffizienten,  welche  willkürlich  bleiben.  Für  q  —  y<ip 
läfst  sich  daher  der  allgemeine  Integrand  I.  Gattung 


p 


lo'-- 


^'c;.  ?(,', 


/.  =  1 
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ohne  idontiscli  Null  zu  wordon,  so  bostiniiiioiu  da^  er  in 
ji'dcni  l'nsti'tiirki'itspiinktc  der  Funktion  /  v.n  dersell)en 
Ordnunjr  versciiwindet.  zu  der  r  daselbst  nnstctifr  wird. 
Nach  §  28  läfst  sieh  dann  r  als  Quotient  von  zwei  Inte- 
g:randen  I.  CJattunir  darstellen,  d.  h.  /  ist  eine  Funkti(»n 
I.  (Jattunir. 

B?)  Es  sei  7  —  /.  -  ^  }>. 

In  diesem  Falle  ist  die  Anzahl  der  wesentlichen,  d.  h. 
von  einander  unahliänfjrijrcn  Gleichungen  des  Systems  3?) 
gleich  der  Anzahl  der  zu  hestinnnenden  Koeffizienten  q . . .  Cp 
von  lo'. 

Das  System  3?)  hat  daher  nur  ein  Lösungssystem,  näm- 
lich das  System  ^-j  =  . . .  =  r-^  =z  0.  Für  7  —  /.  =  p  wird 
also  iv'  identisch  Null,  wenn  man  ihm  die  Bedingung  auf- 
erlegt, in  jedem  Unstetigkeitspunkt  y^  von  r  zu  einer  Ord- 
nung zu  verschwinden,  die  gleich  der  Ordnung  des  Uniind- 
lichwerdens  von  t  in  diesem  Punkte  ist.  r  ist  daher  eine 
Funktion  II.  Gattung. 

Die  Difierenz  7  —  /  kann  nicht  gröfser  als  p  sein.  Wäre 
nämlich  die  Anzahl  7  —  /.  der  wesentlichen  Gleichungen  des 
Systems  3'.'j  gleich  p -\- fc,  so  würden  irgend  p  dieser 
Gleichungen  für  c^...Cp  den  gemeinsamen  Wert  0  liefern, 
und  die  übrigen  ^  wesentlichen  Gleichungen  3?)  wären  dann 
von  selbst  erfüllt,  also  von  den  p  ersten  abhängig,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht,  dafs  sie  zu  den  wesentlichen 
Gleichungen  gehören.     Das  Vorige  liefert  zusammen  den 

SfttZ  lY")    Enthält  das  Gleichungssystem  3?),  welches 
ausdrückt,      dafs     der     allgemeine     Integrand 

I.  Gattung  lo'  in  jedem  der  Unstetigkeitspunkte 
y^{Q  =  1  . .  .r)    einer    Funktion  t  der    Klasse    zu 

derselben    Ordnung    n^  verschwindet,    zu   der  r 

daselbst    unstetig    wird,    genau  /.  überzählige 
Gleichungen,    so    ist  t  eine    Funktion    I.   oder 

II.  Gattung,  je  nachdem 

7  —  y<^p    oder    7  —  /.^p 
ist. 
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Aus  dem  Beweis  des  Satzes  Ul?)  erg-iebt  sich  noch  ein 
wichtiges  Resultat.  Bedeutet  wieder  r  irgend  eine  Funktion 
der  Klasse,  die  in  den  Punkten  y^-  <  •  Yn  '  •  •  7r  zu  den  Ord- 
nungen n^. ,  .n^.  .  .n^  unstetig  wird,  so  dafs  x  die  Gesamt- 

r 

Ordnung  5'  =  ^«(>  besitzt,  so  läfst  sich  t,   nach  Satz  HI"?), 
§  28,  darstellen  in  der  Form : 


9")     r=C-\-2:  [Rf- 1'''  (0,  r)  +  — ^  Pia, y,)  + 


wo  die  t  (o,  y^)  definitiv  normierte  Integrale  11.  Gattung  sind. 
Enthält   nun    das   zum  Punktsystem  y^. .  .y^  . .  .yr  gehörige 

Gleichungssystem  3?)  dieses  Paragraphen  genau  x  über- 
zählige Gleichungen  von  der  Form  4'?)  und  q  —  x  wesent- 
liche Gleichungen  von  der  Form  5?),  so  bestehen  zwischen 
den  Rq  die  q  —  /  Beziehungen  8?),  in  denen  die  x  Gröfsen 
Ri.^")  veillkürlich    sind.      Mit    Berücksichtigung    dieser    Be- 

Ziehungen  8^.')  geht  dann  9?)  über  in 

-"^  c^ß-t^'-'-^-^Ho.y^S], 

worin  nur  noch  x  -j-  1  willkürliche  Konstanten  vorkommen, 
nämlich  die  x  Gröfsen  i?^"")  und  die   additive  Konstante  C. 

Der  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdruck: 

11?)  T,  =  i('"")  (0,  y„J  -2J<^aß  .  t(^'^-+^\o,  y    ) 

(a  =  1,  2  . . .  x) 
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ist  ein  Intcjrral  11.  Gattonp:.  das,  ircniäfs  den  Eijrenschaften 
der  detinitiv  nornüerti'ii  lutegrak-  11.  (Jattunfr,  durch  seine 
Unstetij:k(.'itsj)unk.te  allein  vollständig  bcstinnnt  ist,  an  den 
Querschnitten  (/;.  und  cx{l=l..  .p)  den  Periodizitätsniodul  0 
und  an  den  Querschnitten  6^  (A  =  1  . . .  p)  den  Periodizitäts- 
niodul : 

be.«!itzt.  Infolfre  der  aus  der  Annahme  von  /.  Überzähligen 
Gleichuuireii  .sich  ergebenden  Beziehungen  7'.')  ist  aber  dieser 
Periodizitätsniodul  r=  0  .  t„  (a  =  1,  2  . .  .  z)  ist  also  eine 
Funktion  von  :,  die  in  T  liberall  eindeutig  ist,  nur  in  einer 
endlichen  Anzahl  von  Punkten  zu  endlicher  Ordnuiiü-  un- 
stetig  wird  und  an  den  Querschnitten  von  V  lauter  ver- 
schwindende Periodizitätsmoduln  hat,  d.  h.  t„  ist  eine 
Funktion  der  Klasse.  Die  Ordnung  dieser  Funktion  ist,  wie 
der  Ausdruck  11 V)  zeigt,  höchstens  =5-  —  x-\-l.  Dies 
giebt  den 

Satz  Y?)  p:nthält  das  Gleichungssystem  3?),  das 
einem  Punktsysteme  y^. . .  y„. .  .yr  entspricht, 
in  dem  der  Punkt  y,^  allgemein  ;j  -mal  vor- 
kommt,  genau  z  überzählige  Gleichungen, 
so  läfst  sich  die  allgemeinste  Funktion  r  der 
Klasse,  die  in  den  Punkten  y^-  ..yo---yr  zu  den 

Ordnungen    n^. . .  no  . . .  Ur    unstetig    wird,     dar- 
stellen in  der  Form: 


129)  '^=C-\-2J 


^a  j 


u=l 


worin  die  >'- -f- 1  Gröfsen  C,  c^,  c.^ . . .  c^  die 
einzigen  noch  verfügbaren  Konstanten  sind, 
und  Tj . . .  Ta  . .  .  T;,  Funktionen  der  Klasse  be- 
zeichnen, die  höchstens  von  der  Ordnung 
q  —  "-< -j- 1  sind,  und  deren  Unstetigkeitspunkte 
dem  Punktsysteme  y^. . .  y^  . .  .y^  angehören. 

Dieser  Satz  heifst  der  Riemann-Roch'sclie  Satz. 
Riemann  hat  denselben  bewiesen  für  q  —  ^  =  p,  d.  h.  für 
Funktionen  II.  Gattung,  und  aufserdem  für  einige  spezielle 
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Funktionen  I.  Gattung.     Roch  hat  dann  später  den  Satz  auf 
Funktionen  I.  Gattung  im  allgemeinen  ausgedehnt.*) 

An  Satz  Y?)  schliefsen  sich  einige  Folgerungen  an. 

Folgfepung"  1'.')  Die  geringste  Anzahl  von  verfügbaren 
Konstanten,  welche  die  allgemeinste  Funktion  %  der  Klasse 
mit  vorgeschriebenen  ünstetigkeitspunkten  noch  besitzen 
kann,  beträgt  2.  —  Es  folgt  dies  daraus,  dafs  /.  ^  1  ist. 

Folgrerung"  2?)  Jede  Funktion  t  der  Klasse  hat  min- 
destens 2  Unstetigkeitspunkte.  —  Dieser  schon  früher  be- 
wiesene Satz  folgt  hier  daraus,  dafs  die  Anzahl  q  —  /.  der 
wesentlichen  Gleichungen  des  Systems  3?)  mindestens  =  1 
sein  mufs. 

Eine  weitere  Folgerung  beruht  auf  einer  Eigenschaft 
der  Funktionen  t«.     Von  diesen  gilt  nämlich  der 

Satz  VF)    Die  -/.Funktionen  t^  . . .  r„  . .  .  r^  der  Klasse 
sind  linear  unabhängig,  d.h.  das  lineare  Aggregat 

in  dem  x^ . . .  .Vy_  verfügbare  Konstanten  sind, 
kann  nur  dann  sich  auf  eine  Konstante  redu- 
zieren, wenn  alle  x^...x^^  gleich  Null  gesetzt 
werden. 

Beweis:   Jedes  Aggregat  ^.r„.T„  ist  zufolge  11?)  von 

a  =  l 

der  Form: 

J;x^  .  «^"«^  (0,  7..;  -  Jjx^  .  V  c^,  .  Z-'^  +  i*^  (o,  y„^) . 

In  diesem  Ausdruck  sind  nicht  alle  Caß^  0;  sind  aufser- 
dem  auch  nicht  alle  x^^  =  0.  so  verhält  sich  die  Funktion 
I  Xa  Tu  der  Klasse  bezüglich  ihres  Unstetigwerdens  wie 
folgt.  Kommt  einer  der  Punkte  /,„  unter  den  Pnnkten  y^^ 
vor,  so  sind  jedenfalls,  wie  aus  den  Bemerkungen  zu  den 
Gleichungssystemen  4?)  und  5?)  dieses  Paragraphen  hervor- 
geht, die  zugehörigen  Ordnungen  ,«„  und /<;,  4.  ^^  des  Unstetig- 
werdens   von   einander  verschieden;    sind  umgekehrt  irgend 


')  Riemann,  Ges.  Werke,  pag.  101,  111,  200,  208. 
Roch,  Crelle's  Journal,  Bd.  64,  pag.  372  ff. 
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zwei  Ordniiiiiroii //„  und  //;,^  .j  cinaiulpr  «rlcicli,  so  sind  sicher 
die  Tiiukti'  ;',^  und  7;^^,  in  denen  diese  Unstetigkeiten  gleicher 
Ordnuiifr  auftreten,  von  einander  verschieden.  i\Iinuend  und 
Subtrahend  von  1'.''„t„  werden  also  nie  in  demselben  Punkte 
zu  derselben  Ordnunir  unstetig;  ebensowenig  enthalten 
Minuend  und  Subtrahend,  jeder  für  sich  betrachtet,  (Glieder, 
die  in  demselben  Punkte  zu  derselben  Ordnung  unstetig- 
werden,  und  so  etwa  bei  j^eeigneter  Bestimmung-  der  kon- 
stanten Gröfsen  .r„  sich  heben  könnten.  Sind  daher  nicht 
alle  .r„  (a  =  1  . . .  z)  g:Ieich  Null,  so  ist  auf  jeden  Fall  A"./-„  ,  r„ 
eine  Funktion  der  Klasse  mit  wirklichen  Unstetigkeitspunkten, 
und  daher  keine  Konstante,  w.  z.  b  w. 

In  12'.'j  sind  noch  y- -\- l  willkürliche  Konstanten  vor- 
handen. Dieselben  lassen  sich  dazu  benutzen,  um  der 
Funktion  z,  deren  Fnstetigkeitspunkte  festg-elegt  sind,  noch 
eine  Anzahl  Nullpunkte  aufzuprägen.  In  dieser  Beziehung 
gilt  der 

SBtZ  VII")  Verfügt  man  über  die  y. -\- l  willkürlichen 
Konstanten  C,c^...e^  in  12?)  so,  dafs  r  in  •/  be- 
liebigen (getrennt  oder  vereinigt  liegenden) 
Punkten  ß^...ßy,  verschwindet,  so  sind  dadurch 
die  übrigen  q  —  /.  Nullpunkte  von  r  im  all- 
gemeinen eindeutig  bestimmt,  d.  h.  t  ist  dann 
im  allgemeinen  vollständig  bestimmt  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor.*) 

Beweis :  Soll  t  =  C-[-  ^Jca  t„  in  den  Punkten  ß^...  ß^ 

verschwinden,    so    müssen  C,c^  .  .  .  Cy,   bestimmt  werden  aus 
den  /.  Gleichungen : 


13?) 


\\ 


u  =  \ 


u  .  ra  ißi)  =  —C, 


2J<^u  •  '^u  (ßy)  =  —  C. 


*)  Rost,  Theorie  der  Riemann' sehen  Thetafuuktion,  pag.  25. 

Landfriedt,    Theorie  d.  algebr.  Fankt.  IB 
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Ist  die  Determinante 

14?)  n  = 


r,  iß.) . . .  T,  (/?.) 


dieser  Gleichungen  nicht  für  jede  Wahl  der  /.  Punkte  ßi  ...  ß^ 
identisch  Null,  so  bestimmen  die  Gleichungen  13?)  die  Ko- 
effizienten c^. .  .Cy,  sämtlich  proportional  zu  C,  und  der  Satz 
ist  bewiesen.  —  In  der  Fläche  T  grenzen  wir  /  Bereiche 
K^...Ky  ab,  von  denen  keiner  einen  der  Punkte  y^.-.y^^...  /r 

enthält.  Wäre  nun  Z>  =  0  für  irgend  welche  /.  je  in  den 
Bereichen  K^  . .  .  Ky  angenommenen  Punkte  /?,...  ßy.,  so 
würde  D  als  Funktion  des  variabelen  Punktes  ß^  für  jeden 
innerhalb  des  Bereiches  K^  gelegenen  Punkt  ß^  Null  sein, 
wie  auch  die  x — 1  Punkte  ß^  . . .  ßy  innerhalb  der  Bereiche 
iC,  •  .  •  A';,  angenommen  sein  mögen,  und  es  raüfsten  dann 
auch,  wegen  der  Linearunabhängigkeit  von  r^  . . .  Zy,  alle 
Uuterdeterminanten  (x  —  l)-ter  Ordnung  von  T^{ß^)...Ty{ß^) 
in  D  Null  sein  für  beliebige  Lagen  der  Punkte  ß^  . . .  ßy 
innerhalb  ihrer  Bereiche.  Wiederholt  man  diese  Betrachtune-en 
für  die  zu  r^  (ß^)  gehörige  Unterdeterminante  von  i),  und 
fährt  man  so  fort,  so  erhielte  man  schliefslich  das  Resultat, 
dafs  Ty{z)  für  jeden  im  Bereiche  Ky  gelegenen  Punkt  z=ßy, 
und  also  auch  für  jeden  Punkt  von  T  den  Wert  Null  hat. 
Letzteres  ist  aber  unmöglich.  —  Es  lassen  sich  also  auf 
jeden  Fall  innerhalb  der  Gebiete  K^  .  . .  Ky  Punkte  ß[...ßy 
so  auswählen,  daft  D  nicht  Null  ist,  wenn  man  ß^=ß[... 
ßy  =  ß'y  werden  läfst. 

Da  aber  D  als  Funktion  von  ß-^  . . .  ßy  betrachtet  für 
ß^  =  ß\  . . .  ßy  =  ßy  stetig  ist,  so  lassen  sich  in  T  x  Gebiete 
L^. . .  Ly  so  abgrenzen,  dafs  D  von  Null  verschieden  ist, 
wie  auch  die  x  Punkte  ß^ .  . .  ßy.  in  den  entsprechenden  Ge- 
bieten gewählt  werden  mögen.  —  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

Werden  die  x  Nullpunkte  ß^  . .  ■  ßy.  in  spezieller  Lage 
angenommen,  so  kann  es  vorkommen,  dafs  die  übrigen 
q  —  /  Nullpunkte  von  %  durch  die  Annahme  von  ß^.  . .  ßy. 
nicht  eindeutig  bestimmt  sind.  Auf  diesen  Ausnahmefall, 
der,  wie  wir  gleich  hinzufügen  wollen,  stets  und  nur  dann 
emtritt,     wenn     das     Gleichungssystem     13  V)     überzählige 
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Gk'ichunjren    entliiilt.    hat    zuerst    Herr    Kost    hiii^ewiesen 
(siehe  die  Ahhdijr.:    Theorie   d.  Klein.  i!/-Fui»ktion,   piig.  63 
Anmerkp  tiV). 

Für  die  Zahl  z,  die  in  den  lietrachtuniren  dieses  Para- 
graphen eine  aiissehla<r;;eliende  Kulle  ^esjjielt  hat,  führen 
wir  eine  Hezeiehnung  ein:  wir  nennen,  mit  Christof  fei, 
die  Zahl  X  den  überschufs  des  Punktsystems  r. .  .y        v 

der  Klasse.*)  Dieser  Überschufs  ist  nach  Satz  III?) 
stets  ^  1 . 

Das  Punktsystem  y^  . .  .y^  . .  .-/r,  welches  das  System 
der  Unstetig:keits])unkte  der  Funktion  r  der  Klasse  bildet, 
ist  nicht  das  einzige  Punktsystem  der  Klasse,  dem  der 
Überschufs  x  zukonnnt.  —  Wie  wir  früher  (Satz  VIV)  §  12) 
bewiesen    haben,   nimmt    die  Funktion  r   von    der  Ordnung 

r 

q  =  ^  n^  jeden   beliebigen  Wert  K  in  einer  Gruppe   von 

'/  getrennt  oder  vereinigt  liegenden  Punkten  von  T  an. 
Den  oo-vielen  m<>glichen  Werten  von  t  entsprechen  so  in 
T  oo-viele  Gruppen  von  je  (/Punkten;  je  zwei  dieser  Punkt- 
systeme nennen  wir  äquivalente  Punktsysteme,  und  die 
Gesamtheit  aller  oc-vielen  Punktsysteme  dieser  Art  die 
zur  Funktion  t  gehörigen  äquivalenten  Punkt- 
systeme. Sind  f  j  ...£„,..  f 5  und  d\  ...()„...  (5,^  irgend 
2  solche  Systeme,  in  denen  die  Funktion  r  der  Klasse  den 
Wert  a  resp.  b  annimmt,    so  sind  diese  Punktsysteme  die 

]S'ull-    und     Unstetigkeitspunkte     der    Funktion der 

T  —  b 

Klasse  und  sind  daher  verbunden  durch   die  Gleichung  des 

Abel'schen  Theorems  für  Integrale  I.  Gattung,   die  sich  in 

der  Form  der  Kongruenz: 

15?)  2:^{^o)=  y:w{d„), 

sehreiben  läfst,  wo  das  Kongruenzzeichen  h=  ausdrückt,  dafs 
die  zwei  Seiten  von  15?)  einander  gleich  sind  bis  auf  ein 
System  zusammengehöriger  Periodizitätsmoduln  von  ic. 


*)  Herr  Rost  nennt  die  Differenz  q  —  y.  den  Rang  des  Punkt- 
systems /i  . . .  ;'„  ...yr-  —  Wir  halten  au  der  Christoffel'schen  Be- 
zeichnung fest,  weil  sie  uns  natürlicher  erscheint. 

16* 
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Die  Null-  und  Unstetigkeitspunkte  einer  Funktion  der 
Klasse  bilden  äquivalente  Punktsysteme;  berücksichtigt  man 
daher,  dafs  die  Funktion  t  —  a,  wo  a  eine  beliebige  Kon- 
stante bedeutet,   dieselben  Unstetigkeitspunkte  y^  . . .  y^...yr 

hat  wie  t  selbst,  so  können  wir  den  Satz  VII?)  auch  aus- 
sprechen, wie  folgt: 

Satz  Vlir)  Besitzt  das  Punktsystem  y^^  . . .  y^. . .  y,.,  in 
dem  der  Punkt  y^  allgemein  ??^-mal  vorkommt, 

den  Übersehufs  /.,  so  können  für  die  Bildung 
eiues  mit  ihm  äquivalenten  Punktsystems 
-/.Punkte  beliebig  gewählt  werden;  durch  die- 
selben sind  die  übrigen  q  —  /.Punkte  im  allge- 
meinen eindeutig  bestimmt. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dafs,  wenn  r  die  allge- 
meinste Funktion  der  Klasse  ist,  die  in  den  Punkten 
y  . .  .y   . .  .yr    zu    den    Ordnungen    n   . . .  n    . .  .n^    unstetig 

wird,  und  ,i,  . .  .  ß^ . . .  ßq  resp.  d^  . .  .da  . . .  ög  die  zwei 
Systeme  von  je  ^  getrennt  oder  vereinigt  liegenden  Punkten 
bezeichnen,   in  denen  r  die   beliebigen  Werte  b  resp.  d  an- 

nimmt,  die  Funktion  —  die  allgemeinste  Funktion  der 

Klasse  ist,  die  in  den  Punkten  d^  . . .  öo . . .  dq  unstetig  wird, 
so  .  sieht  man  ein,  dafs  Satz  VlI^^)  sich  auch  in  der  allge- 
meinen Form  aussprechen  läfst: 

Satz  Yllb')  Besitzt  das  Punktsystem  d^ . .  .dg  . . .  dq,  in 
dem  die  Funktion  r  der  Klasse  irgend  einen 
Wert  d  annimmt,  den  Übersehufs  /.,  so  können 
für  die  Bildung  eines  mit  ihm  äquivalenten 
Punktsystemsx.Punkte  beliebig  gewählt  werden; 
durch  diese  sind  die  übrigen  q  —  /.Punkte  im 
allgemeinen  eindeutig  bestimmt. 

Dieser  Satz  läfst  sich  umkehren: 

Satz  VIII*:*)  Können  für  die  Bildung  eines  mit  dem 
Punktsysteme  d^  . .  .  dg  . . .  dq  äquivalenten  Punkt- 
systems/.Punkte  beliebig  gewählt  werden,  und 
sind  dadurch  die  übrigen  q — /.Punkte  im  all- 
gemeinen eindeutig  bestimmt,  so  hat  das  System 
ö^  . .  .d^ . ..  dq  den  Übersehufs  x. 
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Beweis:    Hätte    das   System    (\  .  .  .  (^ d,,    den    von   z 

verscliiodenen  Ubersehufs  z,,    so  könnten  zur  liildun-r  eines 

mit  ihm  ii(|iiival('nten  I'unktsystems  z,  (^>')  l'niikte  be- 
liebig: «rewählt  werden,  und  durcli  diese  z,  Punkte  wären 
die  Ubrifren  7  —  z,  l'unkte  im  alljremeinen  eindeutig 
bestimmt,  was  der  V(irausset/,ung  widerspricht. 

Hieran  schliefst  sich  der  weitere,  wichtige  Satz: 

Satz  IX")       Äquivalente    Punktsysteme     haben    den- 
selben    Überschufs. 

Beweis :  Angenommen,  irgend  eines  der  zu  i  gehörigen 
äquivalenten  Punktsy.steme,  etwa  das  System  tj . .  .6„...£,, 
habe  den  Überschuls  z.  Für  die  Bildung  irgend  zweier  mit 
f,  ...  f„  ...  4,  ä(|ui\  alenter  Punktsysteme  ,y,  .  .  .  ßo  .  .  .  (iq  und 
^^  .  .  .  d„  .  .  .  d^    können    dann    nach   Satz  Vll^*)  je  z  Punkte 

beiiel)ig  angenommen  werden,  wodurch  die  ül)rigen  q  —  z 
Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  sind.  Da  aber 
auch  ß^  . . .  ßq  und  ^'j  . . .  öq  mit  einander  ä(juivalent  sind,  so 
folgt  aus  Satz  VIII'.'),  dafs  jedes  dieser  zwei  beliebigen 
Systeme  den  Überschufs  z  hat.  —  Damit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Besitzt    das    System    y,  .../„...  y,.    der  Unstetigkeits- 

pnnkte  einer  Funktion  t  der  Klasse  von  der  Ordnung  g 
den  Überschufs  /.,  so  haben  nach  dem  letzten  Satze  alle 
CO  -  vielen  mit  einander  und  mit  y\  ...  /,.  äquivalenten 
Systeme  von  je  q  getrennt  oder  vereinigt  liegenden  Punkten 
von  7',  welche  den  x -vielen  möglichen  Werten  von  r  ent- 
sprechen, denselben  Überschufs  z.  Au.s  diesem  Grunde  nennen 
wir  die  Zahl  z,  die  wir  zuerst  als  Überschufs  des  Systems 
y^  . . .  y„  . .  .yr  der  Unstetigkeitspunktc  von  r  bezeichnet 
hatten,  auch  wohl  den  Überschufs  der  Funktion  r.  — 
Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich  zugleich,  dafs  die  Funktionen 

T,  T  —  a,  r-  denselben  Überschufs  haben. 

T  0 

Zum  Schlüsse  noch  einige  Bemerkungen.  —  Ist  r  eine 
Funktion  I.  Gattung  vom  Überschusse  z,  und  ist  keiner  der 
in  den  wesentlichen  Gleichungen  59)  auftretenden  Punkte 
yjz^iß  =  l  ■  ■  ■  q — z)    identisch    mit    einem    der    Punkte    /,.^ 
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(a  =  1  . . ./.)  in  den  überzähligen  Gleichnngen  4?),  so  nennen 
wir  die  q- — /.Punkte  y7i^-..yn  _^  die  wesentlichen, 
die  y.  Punkte  /v^  •  •  •  7r^  die  notwendigen  Punkte  des 
Systems  y^  . .  .y^..  .yr-,  und  diese  Trennung  der  wesent- 
lichen Punkte  von  den  notwendigen  ist  unter  den  obigen 
Voraussetzungen  immer  möglich.  Namentlich  ist  die  Scheidung 
der  Punkte  y.^  . .  .y  . .  .yr  in  wesentliche  und  notwendige 
stets  möglich,  wenn  alle  diese  Unstetigkeitspunkte  von  r 
von  der  Ordnung  1  sind.  —  Durch  Angabe  der  wesentlichen 
Punkte  sind  die  notwendigen  völlig  bestimmt. 

Sind  Punkte  y,.    identisch  mit  Punkten  /^  ,  so  ist  unter 

Umständen  eine  solche  Trennung  der  Unstetigkeitspunkte 
von  r  in  wesentliche  und  notwendige  nicht  mehr  möglich. 
Dieses  tritFt  stets  zu,  wenn  im  hyperelliptischen  Falle  (siehe 
Kapitel  V)  eine  Funktion  I.  Gattung  in  einem  Verzweigungs- 
punkte a  der  zweiblättrigen  hyperelliptischen  Fläche  T  zu 
einer  höheren  als  der  zweiten  Ordnung  verschwindet.  Be- 
trachtet man  z.  B.*)  die  Funktion  I.  Gattung  (~  —  ö)"S  wo 
l<Cq^p — 1  ist,  so  zerfällt  das  zugehörige  Gleichungs- 
system 3V)  in  die  wesentlichen  Gleichungen: 

lo'  (a)  =  0,  iü(3)(a)  ^  0,  .  .  .  u'P'J-i)  (a)  =  0, 
und  die  q  notwendigen  Gleichungen : 

ir" (a)  =  0,  ?t'(^)(a)  =  0,  .  .  .  iü^^9)(a)  =  0. 

Eine  Scheidung  der  Unstetigkeitspunkte  in  q  wesentliche 
und  q  notwendige  ist  jedoch  unmöglich.  Ist  nämlich  q  un- 
gerade, so  zieht  das  g-malige  Verschwinden  von  ic'  in  a 
nur  ein  einmaliges  weiteres  Verschwinden  von  ic'  in  a  nach 
sich ;  ist  q  gerade,  so  folgt  aus  der  Annahme,  dafs  w'  zur 
Ordnung  q  m  a  verschwindet,  nicht  noch  ein  weiteres  Ver- 
schwinden von  ?o'  in  diesem  Punkte. 

Die  allgemeine,  genaue  Charakterisierung  der  Fälle,  in 
welchen  eine  Trennung  der  Punkte  eines  Punktsystems 
I.  Gattung  in  wesentliche  und  notwendige  nicht  mehr  mög- 
lich ist,  steht  zur  Zeit  noch  aus  und  fordert  eingehendere 
Untersuchungen. 


*)  Rost,  1.  c.  pag.  6.3,  Anm.  4. 
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§  30.    Funktionen  erster  Gattung. 

Im  v(»ri^en  Parairraplien  liahoii  wir  ircselieii,  dafs  die 
Funktionen  1.  (iattunir,  die  wir  zuiiik'list  definiert  hatten 
als    Funktionen,    die    sieh    als   Quotient    Kweier    Intejrranden 

I.  (lattnn;:-  darstellen  lassen,  aueh  dadureh  charakterisiert 
werden  küunen,  dal's  für  jede  solche  Funktion  die  Uu- 
irleichheit: 

1?)  q-y<p 

besteht,  wenn  /.  den  Übersehiifs  dieser  Funktion  bedeutet. 
—  Im  Folgenden  sollen  die  wielitig:sten  aus  diesen  beiden 
Definitionsfonnen  sieh  ergebenden  Eigenschaften  der  Funk- 
tionen l.  Gattung  abgeleitet  werden. 

SfttZ  I")  Die  Ordnung  7  einer  Funktion  1.  Gattung 
ist  höchstens  gleich  2p  —  2. 

Der  Beweis  ergiebt  sieh  unmittelbar  daraus,  dafs  ein 
Integrand  I.  Gattung  aufser  den  allen  Integranden  I.  Gattung 
gemeinsamen,  im  Unendlichen  gelegenen  Nullpunkten,  nur 
noch  2  />  —  2  im  Endlichen  gelegene  weitere  Nullpunkte 
erster  Ordnung  besitzt. 

Aus  Satz  19)  folgt,  dafs  Funktionen  der  Klasse  von  der 
Ordnung  ^^2j>  —  2  notNvendig  Funktionen  II.  Gattung  sind. 

Dafs  es  wirklich  Funktionen  I.  Gattung  von  der  höchsten 
erreichbaren  Ordnung  q^2p  —  2  giebt,  beruht  auf 
folgendem  Satze  über  Integranden  I.  Gattung: 

Satz  IP)  Aufser  den  n  im  Unendlichen  gelegenen 
Nullpunkten  zweiter  Ordnung,  die  allen  In- 
tegranden I.  Gattung  gemeinsam  sind,  giebt  es 
keinen  weiteren  Punkt  von  T,  der  Nullpunkt 
aller  Integranden  I.  Gattung  sei. 

Beweis:  Gäbe  es  unter  den  2p  —  2  im  Endlichen  ge- 
legenen Nullpunkten  des  allgemeinen  Integranden  I.  Gattung 

einen  allen  Integranden  L  Gattung,  also  auch  den  Normal- 
integrandeu  u\ . .  .u'p  geraeinsamen  festen  Nullpunkt  e  erster 
oder     höherer     Ordnung,     so     würde     das     Normalintegral 

II.  Gattung  t  (0,  £),    das    nach  Früherem   am  Querschnitte   bx 
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den  Periodizitätsmodul  —  2  u\  (e)  besitzt,  in  V  lauter  ver- 
schwindende Periodizitätsmoduln  haben,  also  eine  Funktion 
der  Klasse  sein,  die  nur  in  einem  einzigen  Punkte  von  T, 
und  zwar  zur  ersten  Ordnung,  unstetig  wird.  Funktionen 
dieser  Art  sind  aber  für  p  >  0  unmöglich. 

Aus  Satz  11  ?)  folgt  sogleich,  dafs  man  zwei  Integranden 
I.  Gattung  «'i  und  xo\  stets  so  bestimmen  kann,  dafs  keiner 
der  im  Endlichen  gelegenen  Nullpunkte  von  io\  mit  einem 
der  im  Endlichen  gelegenen  Nullpunkte  von  w'^  zusammen- 
fällt.    Denkt  man  sich  dies  ausgeftihrt,  so  ist  der  Quotient 

— %-  eine  Funktion  I.  Gattung  von  der  Ordnung  2  »  —  2. 

Ein  Punktsystem  I.  Gattung  von  der  Ordnung  2  j>  —  2 
nennen  wir  ein  vollständiges  Punktsystem  I.  Gattung.*) 

Beispiel:  Enthält  eine  Funktion  %  der  Klasse  von  der 
Ordnung  5'  ^^  2  p  —  2  j>  oder  mehr  verfügbare  Konstanten, 
von  denen  eine  additiv  ist.  so  hat  diese  Funktion  nach  dem 
Riemann-Roeh'schen  Satze  den  Überschufs 

X  >p  —  1. 

Es  ist  daher  

^  — x<p— 1, 

d.  h.  T  ist  eine  Funktion  I.  Gattung. 

An  Stelle  der  Ungleichheit  1?)  schreiben  wir  von  hier 
an  die  Gleichung: 

29)  (/—•/.  =  /)  — 2—1, 

wo  l  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0, 1,  2,  3, ...  p  —  2  bedeutet. 
Ist  nun  das  System  y^-  -  .Jn-  -  -yri  das  den  Punkt  y  all- 
gemein ?io-mal  enthält,  das  System  der  Unstetigkeitspunkte 
einer   Funktion   %   1.  Gattung   vom   Überschusse  /.  mid    der 

Ordnung  q  =   y,  n^ ,  so  bestimmen  die  q  —  x  =  p  ^ —  /  —  1 

,0  =  1 
wesentlichen  Gleichungen  5?)  des  vorigen  Paragraphen   nur 
p  —  l  —  1  von  den  p  Koeffizienten  c^...Cp  des  allgemeinen 

Integranden    I.  Gattung    w'=  2J ''." ",''  5    '''4-1    von    diesen 


•=)  Christoffel:  Brioschi's  Annalen,  Serie  II,  Bd.  IX.  Febr.  1878. 
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Kocftizientcn  hk-iben  also  willkürlich,  und  durch  sie  drücken 
sich  die  anderu  aus.     Dies  «riebt  den 

Satz  111")  Hat  ein  Punktsystem  1.  Gattung:  7,.../'„...?V. 
das  den  i*unkt  y„  allgemein  7«,,-mal  enthält,  die 
Ordnung  q  =  ^n^^  und  den  Uberschufs  x,  und  ist 

7  — z  =  /)  —  /.—  1, 

80  reduziert  sich  der  allgemeine  Integrand 
I.  Gattung,  der  in  Jedem  Punkte  y^  zur  ent- 
sprechenden Ordnung  n^  verschwindet,  auf 
die   Form: 

WO  0, . . .  c; .|_  1  verfügbare  Konstanten  sind,  und 
»i...»<;.j_i  linearunabhängige  Integranden  I.  Gat- 
tung bezeichnen,  die  alle  in  jedem  Punkte  /^ 
zur  Ordnung  n^  verschwinden. 

Die  7  —  z=p  — /.  —  1  wesentlichen  Gleichungen  5?) 
des  vorigen  Paragraphen  reichen  also  nicht  aus  zur  voll- 
ständigen Bestimmung  des  allgemeinen  Integranden  I.  Gat- 
tung. Dieser  letztere  ist,  nachdem  man  ihm  die  Punkte 
y^..  .y  ^. .  .-/r  als  Nullpunkte  von  den  Ordnungen  n^...n^...nr 
autgeprägt  hat,  erst  dann  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
bestimmt,  wenn  man  ihm  noch  weitere  Ä  von  einander  un- 
abhängige Bedingungen  auferlegt.  Aus  diesem  Grunde 
nennen  wir,  mit  Christoffel,  die  Zahl  /.  den  Defekt  des 
Punktsystems  I.  Gattung  y^.  .  .y^  .  .  .yy. 

Ist     die    Funktion    x    I.  Gattung     von     der     Ordnung 

q=2p — 2,  und  bezeichnet  /  den  Uberschufs,  Ä  den  Defekt 

des  Systems  y^...yzp-2  ihrer  Unstetigkeitspmikte,  so  giebt 

es    nach    Satz  III 9)   A -|- 1    liuearunabhängige    Integranden 

I.  Gattung,  die  alle  in  diesen  Punkten  verschwinden.    Wäre 

nun  /  ^  0,    so   gäbe  es  mindestens  zwei  linearunabhängige 

Integranden    I.  Gattung    w[   und  ivo  mit  denselben  2  p  —  2 

w'i 
Nullpunkten    im    Endlichen;    der    Quotient  — r  wäre   dann 

eine  Funktion  I.  Gattung,    die   in   T  nirgends  unstetig  wird^ 
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also  eine  Konstante,  d.  h.  die  zwei  Integranden  io[,  tt?.'  waren 
nicht  linearunabhäng-ig.  Die  Annahme  A  >  0  führt  daher 
auf  einen  Widerspruch.  —  Hat  demnach  eine  Funktion 
I.  Gattung  die  Ordnung  g  =  2p  —  2,  so  ist  ihr  Defekt  Ä=0 
und  ihr  Überschufs  y.=2? — 1.  Hieraus  folgt  sogleich: 
sehreibt  man  dem  allgemeinen  Integranden  I.  Gattung  lo' 
irgend  p  —  1  Nullpunkte  vor,  so  sind  dadurch  die  übrigen 
j)  —  1  Nullpunkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt,  und 
nur  dann  nicht  eindeutig  bestimmt,  wenn  sich  unter  den 
Gleichungen,  die  ausdrücken,  dafs  der  Integrand  in  den 
j)  —  1  ersten  Punkten  Null  wird,  überzählige  befinden.  Ein 
Beispiel  hierzu  findet  sich  bei  Herrn  Rost.  1.  c.  pag.  63, 
Anmerkung  7. 

Wo 

Hat  eine  Funktion  I.  Gattung  t  =  — "-  mit  den  Unstetig- 

^  iv[ 

keitspunkten  y-y.-.yqi  von  denen  auch  mehrere  identisch 
sein  können,  die  Ordnung  q  <C^  V  —  2,  so  besitzt  der 
Nenner  lo'i  aufser  y^-  •  -Yq  noch  weitere  g-'  =  2p  —  2  —  q 
Nullpunkte 

£j  •  •  •  «2P 

was  wir  kurz  dadurch  andeuten,  dafs  wir  schreiben: 

Das  Punktsystem  s^ . . .  Sq  ,  das  y^  •  ■  ■  yq  zu  einem  voll- 
ständigen ergänzt,  möge  ein  zum  System  y^  •  ■  ■  yq  komple- 
mentäres Punktsystem  heifsen.  Bezeichnet  man  ferner  die 
Nullpunkte  von  r  mit  d^  ...dq,  so  dals 

iv'o  (o;  (Jj  ...  dq;  e^ . . .  6q') 


49) 


^i{0j7\  •••/si«!  •••«<?') 


ist.  so  nennen  wir  die  zwei  Punktsysteme  y^  ■  •  •  yq  und 
d^  ...  (3g,  welche  dasselbe  komplementäre  Punktsystem  be- 
sitzen, korresiduale  Punktsysteme.    Für  dieselben  gilt  der 

Satz  ly?)    Korresiduale  Punktsysteme  haben  gleichen 
Überschufs  und  gleichen  Defekt. 

Beweis:  Dals  die  zwei  korresidualen  Punktsysteme 
;'i  .  . .  yq  und  d^  . . .  d^  denselben  Überschufs  haben,  folgt 
direkt  aus  Satz  1X9)  des  vorigen  Paragraphen.  —  Dafs  ihre 
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Defekte   /.   und   /.,    eiiiandt-r   irU'idi   siiul,   ergieht   sicli    oliue 
Nveiteres  aus  den  Itcideii  He/iehuiigcii: 

,7  _■/  =  ;)  —  A  —  1 , 
q  —  X  =7'  —  Aj  —  1 . 

Nach  diesem  Satze  lia])en  alle  zur  Funktion  1.  (Gattung 
T  ^ehörijreu  ii(juivalenten  Punktsysteme  denselben  l'ber- 
schufs  /.  und  denselben  Defekt  Ä;  wir  nennen  deshalb  auch 
kurz  r  eine  Funktion  1.  (Gattung:  mit  dem  l'berschufs  /  und 
dem  Defekt  /..     Jede  mit  r   in  einer  lineo-linearen  Relation 

stehende   Funktion  g—   ^   '^    ^ — ,  wo  ^,  jB,  C  Konstanten 

bedeuten,   ist  ebenfalls    eine  Funktion  1.  Gattune^   mit   dem 
Uberschofs  /.  und  dem  Defekt  /.. 

Wir  betrachten  nun  auch  das  zu  y^  ■  ■  -Vq  komi)lemen- 
täre  Punktsystem  6,  ...tq-.  Von  diesem  Systeme  wissen 
wir  nicht  von  vornherein,  ob  es  ein  Punktsystem  der  Klasse 
ist  oder  nicht;  wir  können  von  ihm  zunächst  nur  das  eine 
sagen,  dafs  es  jedenfalls  einen  Defekt  l)esitzt,  für  den  vor- 
erst auch  der  Wert  0  in  Aussicht  zu  nehmen  ist,  dafs  es 
also,  wenn  es  ein  Punktsystem  der  Klasse  ist,  jedenfalls  ein 
Punktsystem  1.  Gattun.a-  ist,  und  dafs  es  dann  und  nur  dann 
ein  Punktsystem  der  Klasse  ist,  wenn  es  einen  von  Null 
verschiedenen  Überscluifs  besitzt.  —  Führen  wir  nun  zur 
Untersuchung  des  Systems  e^  . . .  £3-  seinen  Überschufs  /'  und 
seinen  Defekt  l'  als  Unbekannt  ein,  so  ergiebt  sich  eine 
wichtige  Beziehung  zwischen  x  und  /  einerseits  und  /.'  und 
Ä'  andererseits. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Nenner  w"[  von  r  so  be- 
stimmt, dafs  er  in  den  Punkten  y^  ■  •  .yq  verschwindet,  so 
bleiben  nach  Satz  IIP.')  noch  /.  Nullpunkte  von  w[  zur  Ver- 
fügung. Wählen  wir  diese  beliebig,  so  sind  dadurch  die 
übrigen  q'  —  /.  Nullpunkte  von  iv\  im  allgemeinen  eindeutig 
bekannt.  Diese  /  willkürlichen  Punkte  seien  so  gewählt, 
dafs  das  zu  y^  . . .  yq  komplementäre  System  e^  . . .  £,-  ent- 
steht. Soll  nun  r  nur  die  Ordnung  q  besitzen,  so  muls 
auch  der  Zähler  Wo  so  bestimmt  werden,  dafs  er  in  den 
nämlichen  Punkten  6,  . . .  £,-  verschwindet.  Da  aber  das 
System  e^  . . .  e^^  den  Defekt  /.'  besitzt,  so  ist  ^c!>  dadurch, 
dafs  man  ihm  die  Punkte  t^  . . .  6,-   als  Nullpunkte  aufprägt. 
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noch  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  es  bleiben  noch 
/'Nullpunkte  von  wo,  also  ebensoviele  Kulipunkte  von  v 
zur  Verfügung.  Nach  dem  Eieniann-Koch'schen  Satze 
bleiben  aber,  wenn  man  einer  Funktion  r  mit  dem  Über- 
schüsse X  die  Unstetigkeitspunkte  aufgeprägt  hat,  noch 
X  Nullpunkte  von  r  zur  Verfügung.     Es  ist  daher : 

5?)  l'  =  y.. 

Aus  den  Beziehungen: 

q  —  y.  =  p  —  Ä  —  1 , 

in  denen,  wie  eben  bewiesen,  V  =  /.  ist,  folgt  dann  noch,, 
wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt: 

^^)  l  =  yJ. 

Dies  ffiebt  den 


y<i 


Satz  Y^)      Hat    das    Punktsystem    I.  Gattung  ;/,. 

{q<^2p  —  2)  den  Überschufs  /.  und  den  Defekt  /, 
so  hat  das  zu  ihm  komplementäre  Punktsystem 
^i'-'^q',  (?'-h5'=2p  —  2)  den  Überschufs  A  und 
den  Defekt  /. 

Dieser  Satz,  aus  dem  noch  folgt,  dafs  das  System 
e^. . .  €5'  dann  und  nur  dann  ein  Punktsystem  I.  Gattung  ist, 
wenn  der  Defekt  Ä  des  Systems  /i  •  •  •  ^'q  ^  1  ist,  ist 
identisch  mit  dem  sogenannten  Reciprozitätsgesetz  der 
Herren  Brill  und  Nöther.*)  Aus  59)  und  6?)  lassen  sich 
nämlich  ohne  Mühe  die  Relationen 

q  —  2x^q'—2/:, 

q-^2l  =  q'-{-2l' 

ableiten,  welche  ausdrücken,  dafs  jedes  zu  /j . . .  yq  kom- 
plementäre Punktsystem  umgekehrt  wieder  das  System. 
7j . .  .  7,  zum  komplementären  Punktsystem  hat. 


Brill  u.  Nöther,  Matth.  auu.     Bd.  VII. 
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;5  31.    Funktionen  zweiter  Gattung. 

Versclnvindet    der    allirenieine    Intcirrand    "''^=^c,iu'u 

identisch,  wriiii  man  ihm  die  Bedinjrun^-  aufrrh'u-t,  in  den 
Unstt'tiijkeitspiinkten   y^{(j  =z  l  .  . .  7-)    einer    Funktion   t  der 

Klasse  jedesmal  zu  derselben  Ordnunjr  )i„  zu  verschwinden, 

zu  der  r  in  ;',,  unstetiir  wird,    so   heifst  r,    nach    Früherem, 

eine  Funktion  11.  Gattung.  Nach  §  29,  Satz  IVV),  ist  diese 
Definition  nichts  anderes  als  der  Ausdruck  dafür,  dafs  für 
jede  Funktion  i  IL  Gattung 

19)  q  —  y.=p 

ist,  wenn  7  die  Ordnung  und  /.  den  Überschufs  von  r  be- 
zeichnet. 

Da  y-^l  ist,  so  folgt  aus  19)  unmittelbar: 

S&tZ  I")       Die     niedrigste     Ordnung    (/,     zu     der     es 
Funktionen    zweiter    Gattung   geben   kann,    ist 

Hieraus  und  aus  Satz  19)  des  vorigen  Paragraphen  er- 
giebt  sich:  Funktionen  der  Klasse,  deren  Ordnung  <]<ip^l 
ist,  sind  Funktionen  1.  Gattung ;  Funktionen,  deren  Ordnung 
q^2p  —  2  ist,  sind  Funktionen  II.  Gattung.  Für  p  =  2 
z.  B.  ist  2p  —  2=p,  p  -\-'  1  =  3.  Für  p  =  2  sind  daher  alle 
etwa  existierenden  Funktionen  von  der  Ordnung  2  Funktionen 

I.  Gattung,  alle  Funktionen,  deren  Ordnung  gröfser  als  2 
ist,  Funktionen  11.  Gattung. 

Weierstrafs  hat  (in  Vorlesungen  von  1869  an)  die 
in  Satz  19)   nachgewiesene  Minimalordnung   von  Funktionen 

II.  Gattung  zur  Definition  des  Geschlechtes  p  benutzt. 

Es  sei  nun  wieder  /i  •  •  •  /„  • .  •  /»•  das  System  der  Un- 
stetigkeitspunkte  einer  Funktion  t  11.  Gattung  n^. .  .7io...nr 
die  zugehörigen  Ordnungszahlen,  und 

29)    iü(">^+>)(y,J  =  o, . .  .M^("^+^)(y.p=0,. . . u^("-+^)(y.p  =  0 

die  wesentlichen  Gleichungen  des  zum  System  yi..-yo---yr 
gehörigen  Gleichungssystems  39)  des  §  29.     Es  lassen  sich 
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dann  Integranden  I.  Gattung  nachweisen,  die  dem  System  2?) 
in  eigentümlicher  Weise  zugeordnet  sind. 

Da  die  Gleichungen  2?)  von  einander  unabhängig  sind, 
lassen  sie  sich  auch  erfüllen,  wenn  wir  auf  der  rechten 
Seite  die  Null  durch  beliebige  Konstanten  ersetzen,  d.  h.  die 
Koeffizienten  Cj...c^  von  ^r' =  2"  c«  tt',  lassen  sich  so  be- 
stimmen, dafs  die  p  Gleichungen: 

3?)  toi^'-''-+?){y„^)  =  A^         iß=l,2...p) 

erfüllt  sind,  ^xo  A^.  . .  A^^ . . .  Ap  willkürliche  Konstanten  be- 
deuten. Bezeichnet  man  die  Determinante  dieser  p 
Gleichungen  mit  J,  so  ergiebt  sich: 

4?)  c,,  =  B,,,.A^^B,,.A,_^...-^B^,.Aß^...^B^,,.Ap, 

(/<  =  !,...  2?) 
worin  allgemein : 

ist,    und   J.}u  die  zu  u("''+ß\y„)  gehörige  Subdeterminante 

von  J  bezeichnet.  Setzt  man  diese  Werte  von  Cu{jii=l...p) 
ein,  so  wird  to'  lineare  und  homogene  Funktion  der  p 
Konstanten  A: 

p  p  p 

oder 


/(  =  1  ,'(  :=  1  ,«  =  1 


10'{0)  =     yjAa  .  2^B„^  .  u[,  (O), 


d.  h. 

69)  rv\o)  =  2;A',.  U',{o\ 

0=1 
wo 

79)  .  U',{p)  =  2JBr.n.<{p) 


(1  =  1 


ist. 


Da  nun  nach  39) 


p 

y 
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i8t,  so  folfrt  aus  dv\n  l'instandc,  dalt»  .1^  .  . .  A^,  willkürliche 
Konstanten  sind : 

I    U^'''  +  ''Hy.'^)  =  0,     für  a^ß. 

Mit  Hilfe  dieser  p  linear  unabliäniri^en  integranden  U',  läfst 
sich,  für  den  Fall  einer  Funktion  t  II,  Gattung:,  die  in 
§  20,  12?1  g:egehene  Darstellung-  einer  Funktion  r  der  Klasse 
etwas  nniformen.  l'criicksichtiirt  man  nänilicli,  dafs  nach 
ö*^)  dieses  raragrajilu'n : 

ist,  so  folgt  aus  6'.')  des  §  29: 

d.  h.  nach  39) 

Da  die  Konstanten  A^  .  .  .  Ap  willkürlich  sind,  so  folgt 
schliefslich  allgemein 

9?)  c^^=c/i,,)^y^,j^     für  /:?=!,  2...  p), 

nnd  die  in  12?),  §  29  auftretenden  Funktionen  t„  der  Klasse 
nehmen  die  Form  an: 

10 ?)      T„  =  i<'"«^  (0,  y, j  -y.  £/,i""^  (r.J .  «^"^ + ^^  (/..). 

Sind  namentlich  die  Unstetigkeitspunkte  von  r  alle  von  der 
ersten  Ordnuns;   und    bezeichnet   man    die   Punkte  y^     kurz 

mit  Ya,  die  Punkte  /^,  mit  y^,  so  ist 

119)  T.  =  t  (0,  7„)  -2' .  L]^  (y,)  .  t  {0,  /,,) . 

Ist  hierin  /„  kein  Nullpunkt  von  Uß  (ß=  1 . . . p),  so  ist  t„ 
eine  Funktion  der  Klasse  von  der  niedrigsten  bei  Funktionen 


256  I^  •  Funktioueu  und  Punktsysteme  der  Klasse. 

n.  Gattung  möglichen  Ordnung  p  -|-  1,  und  zwar  hat,  wie 
IIV)  zeigt,  T„  im  Punkte  /„  das  Residuum  1.  im  Punkte  y^ 
das  Residuum  —  Cf^  (a). 

Funktionen  dieser  Art  hat  zuerst  Weierstrafs  ge- 
bildet, um  dann  von  ihnen  aus  zu  den  Integranden  I.  Gattung 
zu  gelangen. 


§  32.    Die  Fälle  />  =  0  und  p  =  l. 

Gemäfs  der  Definition  der  Funktionen  I.  Gattung  als 
Quotienten  zweier  Integranden  I.  Gattung  sind  für  p  =  0 
und  p  =  1   keine    Funktionen    I.  Gattung  möglich.     Grund- 

(n  m\ 
s,  z)  =  0  vom  Geschlechte  p  =  0  oder  p  =  1 
liefern  also  nur  Funktionen  II.  Gattung. 

I«)  2^  =  0 :  Die  Klasse  der  Funktionen,  die  zu  einer 
Grundgleichung  vom  Geschlecht  |>  =  0  gehören,  enthält  nach 
Satz  III?)  §  19  keinen  Integranden  I.  Gattung  und  liefert 
daher  auch  kein  Integral  I.  Gattung.  Dagegen  giebt  es  für 
j)  =  0  immer  noch  Integrale  IL  Gattung,  und  die  früher 
gegebene  Ableitung  derselben  zeigt,  wie  man  bei  gegebener 
Grundgleichung  ein  solches  Integral  t  (o,  s)  bilden  kann. 
Für  p  =  0  besitzt  aber  t  (o,  e)  keine  Periodizitätsmoduln 
mehr,  da  die  Riemann'sche  Fläche  T  für  p  =  0  ohne  Quer- 
schnitte einfach  zusammenhängend  ist.  t  (o,  €)  ist  also  für 
p  =  0  eine  algebraische  Funktion  der  Klasse  von  der  Ord- 
nung 1  und  dem  Residuum  1  im  Unstetigkeitspunkte  s. 

Bezeichnen  wir  dieses  Integral  kurz  mit  (t,  so  besteht 
nach  Satz  I'^)  §  13  zwischen  a  und  einer  beliebigen  Funktion 
T  der  Klasse  von  der  Ordnung  q  eine  algebraische  Gleichung 
von  der  Form : 

^(t,  o)  =  0] 

jede  Funktion  t  der  Klasse  ist  also  rationale  Funktion  von 
tj,  und  dies  gilt  auch  von  der  ursprünglichen  unabhängigen 
Variabelen  c     Bildet   man   daher   das  Inte2:ral   der   Klasse 


-o' 


J=  I  r  .  dz. 


§  32.   Die  Fälle  ;>  =  0  uud  j)  =  1.  257 

80  ist 

J=    F{a).da, 

wo  R  (a)  eine  rationale  Fiinktiou  von  o  bezeichnet.  —  Die 
Tlieorie  der  Funktionen  der  Klasse  p  =  0  und  ihrer  Integrale 
ist  somit  nichts  anderes  als  die  Theorie  der  rationalen 
Funktionen  einer  Variabein  und  ihrer  lutoirrale. 

Il«))  p  =  1 :    Ist   die    /ur   irreducibelen  Grundgleichung 

(n  m\ 
s,zj  =  0  gehörige  Rienumn'sche  Fläche  T"  vom  Geschlecht 
p=l,  so  ist  die  Anzahl  r  ihrer  üoppelpunkte  gleich 

(m— l)(n— 1)  — 1, 

und  es  existiert  ein  und  nur  ein  auf  ihr  überall  endliches 
Integral 

/»       /n  —  2  m  —  2\ 

j    j"  («,  ^) 

Dieses  Integral  ist  eindeutig  in  der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche  T',  die  sich  ergiebt,  wenn  mau  in  T  ein 
Querschnittpaar  a,  6  anlegt  (Fig.  25a),  wo  noch  an  der 
Kreuzungsstelle  P  die  Buchstaben  a,  ß,  y  analog  wie  in 
Fig.  33  hinzuzudenken  sind,  und  besitzt  in  T'  zwei  konstante 
Periodizitätsmoduln 


w, 


a 

div,  w.T  =  j     a 

ß 


dw, 


genau  wie  das  Riemann'sche  elliptische  Integral  I.  Gattung. 

Jede  Funktion  r  der  Klasse  ist,  als  Funktion  von  ic 
aufgefafst,  einwertig  und  doppelperiodisch  mit  den  Perioden 
10^  und  Wo*)  Unter  diesen  Funktionen  giebt  es  Funktionen 
von  der  niedrigsten  Ordnung  j'»  -{-  1  =  2,.  Sei  o  eine  solche. 
Dann    ist    a   als  Funktion   von  lo  von  der  Ordnung  2,   und 

/7/T 

zwischen   ihr   und   ihrer   Ableitung  o'  =  — - —  besteht   nach 

dto 


*)  Siehe  Satz  lo)  §  48. 

Landfriedt,  Theorie  d.  algebr.  Fankt.  17 
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bekannten  Sätzen  aus  der  Theorie  der  einwertigen,  doppel- 
periodischen Funlitionen  eine  algebraische  Gleichung  von 
der  Form: 

wo  F^  eine  ganze  Funktion  von  o  bezeichnet  von  einem 
Grade,  der  die  Zahl  4  nicht  überschreiten  kann.  Es  ist 
daher 

(-^)  =  A  {a-  a)  (o-ß)  (o-y)  (a-  d), 

wo  A  eine  positive  Konstante  bedeutet,  und  a,  /?,  y,  ö  Kon- 
stanten bezeichnen,  deren  Werte  von  einander  verschieden 
sind.     Hieraus  ergiebt  sich 

tu 


V{o  —  a){G  —  ß){a—y){G—ö)    ' 

das  einzige  für  p  =  1  existierende  Integral  I.  Gattung  hat 
also  genau  die  Form  des  Riemann'schen  elliptischen  Inte- 
grals I.  Gattung. 

Zu  der  Funktion  g  der  Klasse  von  der  Ordnung  2 
nehmen  wir  nun  noch  eine  weitere  Funktion  5  der  Klasse 
von  der  Ordnung  i.i  =  2v  -\-l,  wo  r  eine  ganze  Zahl  ^  1 
sei.  Zwischen  g  und  Z  besteht  dann  unter  allen  Umständen 
eine  irreducibele  algebraische  Gleichung  von  der  Form- 


/ 


(4  (7)^0. 


Die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  Riemann'sche  Fläche  T^ 
ist  zweiblättrig  und  kann  daher  nur  einfache  Verzweigungs- 
punkte besitzen.     Die  Anzahl  v  dieser  letzteren  ist 

7;=:22>4-2(2— 1)  =  4. 

Die  Fläche  T^  ist  also  die  Fläche  der  elliptischen  Funk- 
tionen. Da  andererseits  die  Klasse  der  rationalen  Funktionen 
von  .s  und  z  identisch  ist  mit  der  Klasse  der  rationalen 
Funktionen  von  *S  und  g,  so  folgt:  die  Theorie  des  Falles 
2>  =:  1  ist  nichts  anderes  als  die  Theorie  de  Funktionen 
auf    einer    elliptischen    Kiemann'schen    Fläche,     d.  h.    die 
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Theorie    der    einwertifren  ,    doppclperiodisehen    Funktionen 
einer  Variabein. 

Beispiele :     Folgende    Gruudgleichungen    gehören    zum 
Geschlechte  p  =  l: 

2?)  s'  =  z{z-a){z-ß), 

3?)  s''  =  z{z-a){z-ß)z-y), 

49)  s^  =  z{z  —  a){z  —  ß)\ 

Siehe  E.  Netto:  Dissertatio:  de  transformatione  aequa- 
tionis  _y»=i?(jrj,  Berlin  (1870,  Schade). 


17^ 


Kapitel  V. 

Die  birationalen  Transformationen. 


§  33.    Definition  der  birationalen  Transformationen. 

Die  Sätze  des  §  13  V)  g-eben  Anlafs  zur  Einführung 
eines  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  sehr 
wichtigen  Begriffes. 

Ist  eine  Funktionenklasse  des  Geschlechtes  j)  definiert 
durch  die  irreducibele  algebraische  Gleichung 

/n  m\ 

10)  i^(.,.j  =  0, 

so  gelten  für  irgend  zwei  algebraische  Funktionen  -S  und  Z 
der  Klasse  die  Darstellungen: 

29)  S  =  R,{s,z),  Z=R^{s,z), 

wo  jßj,  R^  rationale  Funktionen  von  s  und  z  bedeuten. 

Sind  aufserdem  5  und  Z  gegenseitig  irreducibele  (siehe 
§  13)  Funktionen  von  den  Ordnungen  /(  und  v,  so  besteht 
z^^'ischen  ihnen  eine  irreducibele,  algebraische  Gleichung 
von  der  Form: 


3?)  ¥{s,  z) 


0, 


und   es   läfst   sich  jede   Funktion   der  Klasse,    also    auch  s 
und  z  selbst,  darstellen  in  der  Form 

4?)  s  =  P^iS,Z),  z  =  P,{S,Z), 

wo  Pj ,  P«    rationale  Funktionen   von  S  und  Z  bezeichnen. 
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Diese  Resultate  lassen  sieh  aueh  wie  folgt  aussprechen. 
Eliininiert  man  «  und  c  aus  1?)  mit  llill'e  der  rationalen 
Suhstitiitiou  2'?),  so  ersieht  sich  die  Gleichung  39)  — 
Die  Gleichungen  4?)  sagen  dann  weiter  aus:  die  Substitu- 
tion 2'.')  ist  rational  umkehrbar,  d.h.:  .s- und  c  sind  eben- 
falls rationale  Funktionen  von  5  und  Z. 

Wir  definieren  nun : 

DeflnitiOn:    Eine  Transformation  (Substitution) 
5  =  ii'j  {s,  z),  Z=  Ä'.-,  (s,  z), 

worin  /«'i , -A'«  rationale  Funktionen  von  .s  und  c 
bezeichnen,  die  so  beschaffen  ist,  dafs  umge- 
kehrt: 

s  =  P^{S,Z),  z  =  l\{S,Z) 

ist,  wo  I\,  I\  rationale  Funktionen  von  S  und 
Z  sind,  heifst  eine  birtitionale  Transformation. 

Wir    können    daher    auch    sagen:    die    Grundgleichung 

F\SjZj  =  0  geht  durch  die  birationale  Transformation  29) 

über   in    >r(k'z)  =  0. 

Diese  transformierte  (durcii  birationale  Transformation 
erhaltene)  Gleichung  y  =  0  ist  nichts  anderes  als  die  Be- 
dingung dafür,  dafs  die  drei  Gleichungen 

1?)  F{s,z)  =  0, 

2?)  S-n,  {s,  z)  =  0,  Z-R,  {s,  z)  =  0 

durch  ein  gemeinsames  System  von  Werten  s,  z  befriedigt 
werden  können.  Die  durch  die  Gleichungen  29)  definierte 
birationale  Transformation  umkehren,  d.  h.  in  die  Form 

49)  s  =  l\{S,Z\  z  =  P.^{S,Z) 

bringen,  heifst  nichts  anderes,  als  dies  gemeinschaftliche 
Wurzelsystem  .s,  c  der  drei  Gleichungen  19)  und  29)  be- 
stimmen. Dabei  verdient  es,  hervorgehoben  zu  werden,  dafs 
man  das  System  dieser  Werte  s,  z,  d.  h.  die  Gleichungen  4  9), 
auf  algebraischem  Wege  finden  kann,  ohne  die  Gleichungen 
19)    und    29j    wirklich    aufzulösen    (siehe    etwa    Salmon- 
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Fiedler,  Höhere  Algebra,  pag.  110  ff.).  Es  können  hierbei 
jedoch  zwei  Möglichkeiten  auftreten. 

1?)  s  und  z  lassen  sich  nicht  aus  den  Gleichungen  2*?) 
allein  als  rationale  Funktionen  von  aS  und  Z  darstellen, 
sondern      nur      unter     Hinzunahme      der     Grundgleichung 

/n   m\ 

F \s^  z)  =  0.     Dies    ist    der   gewöhnliche,   allgemeine   Fall. 

2?)  s  und  z  lassen  sich  aus  den  Gleichungen  2'?)  allein 
als  rationale  Funktionen  von  5  und  Z  darstellen,  ohne  Hin- 

zunähme  der  Grundgleichung  F\s^  z)  =^{).  In  diesem  Falle 
definieren  die  Gleichungen  2?)  eine  sogenannte  Cremona- 
sche  Transformation. 

Dals  birationale  Transformationen  der  letzten  Art 
wirklich  auftreten  können,  möge  an  einem  speziellen  Bei- 
spiele nachgewiesen  werden. 

Beispiel:*)  Es  sei  gegeben  die  Grundgleichung: 

+  5s(.2  +  .~-f-l)-2.~(c^  +  .  +  l)  =  0, 
und  die  Transformationsgleichungen: 


2  _!      ^      I.  1      ' ~ «2    ' 


-l-.+  l     ' 


«- 


wo  a  eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  bedeutet. 

Die  Funktion  5  der  Klasse  ist  von  der  Ordnung  2 ;  sie 

wird  unstetig  zur  ersten  Ordnung  in  den  Nullpunkten  von 

_  1 
2^  -|-  ^  -|-  1  =  0,   und  zwar  jedesmal  wie  {z  —  e)    ^,    wenn 
e    den     Wert     von     z    im     betreffenden     Nullpunkte     von 
c-  -[-  c  -[-  1  =  0  bezeichnet.     Die  Funktion  Z  der  Klasse  ist 
von  der  Ordnung  3. 

Aus  den  Gleichungen  2?)  ergiebt  sich  unmittelbar: 

(a  —  a'-)  S  Z  aS  —  a^  Z- 


39) 


s  —  ir^    '  s 


*)  Siehe  Baker,  Abelian  Funktions,  pag  5  u.  6. 
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ohne   Hinzuiiahme    der  Grundgleicliung  F=  0.     Die   trans- 
f(trinierte  Gleichung:  lautet: 


'/' 


(kz)^    Z'—-l  (^l—a^)ZS{S''—'oS-lrö)  —  a^-'i  =  0. 


Die  01eichung:en  2?)  defiüiereii  also  eine  Creniona'sche 
Transformation. 

Wendet    man    da;.i:eg:eü    auf  die    obige    Gruudgleiehung 
F\ft,  -y  =  0   die  Transformationsgleicbuugen: 

an.  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  nicht  rational  um- 
kehren ohne  Hin/.unahnip  der  Gleichung  F=  0. 

Da    nach    Früherem     die    durch    die    Grundgleichung 

F(^s,  cj  =  0  definierte  Klasse  algebraischer  Funktionen 
identisch  ist  mit  der  Klasse   algebraischer  Funktionen,   die 

durch  die  Gleichung  ¥^  (■*>,  ZJ  =  0  definiert  ist,  so  läfst  sich 
die  transformierte  Gleichung  V  =0  ebensowohl  als  defi- 
nierende Grundgleichung  der  Klasse  ansehen,  wie  die 
Gleichung  F=0  selbst.  Es  wirft  sich  damit  von  selbst  die 
Frage  auf.  ob  es  nicht  möglich  ist,  durch  birationale  Trans- 
formationen Gleichungen  '/'=0  zu  erzielen,  die  möglichst 
einfach  sind,  z.  B.  in  Bezug  auf  die  Vielfachheit  der  auf- 
tretenden Verzweigungspunkte  und  Wurzelkoinzidenzen,  oder 
in  Bezug  auf  die  Grade  v  und  //.  Andererseits  raufs  auch 
untersucht  werden,  ob  es  für  die  durch  die  Gleichung  1?) 
definierte  Funktionenklasse  nicht  vielleicht  charakteristische 
Gröfsen  und  Funktionen  giebt,  die  sich  bei  Anwendung  einer 
birationalen  Transformation  nicht  ändern,  sich  einer  solchen 
Transformation  gegenüber  invariant  verhalten. 

Von  §  15  an  haben  wir  bei  allen  unseren  Unter- 
suchungen vorausgesetzt,  dafs  die  definierende  Grund- 
gleichung der  Klasse  nur  einfache  Verzweigungspunkte  und 
von  sonstigen  vielfachen  Punkten  nur  Doppelpunkte  auf- 
weise. Die  Berechtigung  dieser  Annahme  gründet  sich 
darauf,    dafs   es  möglich  ist,    die  Grundgleichung  1?)  durch 
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birationale  Transformationen  so  umzuformen,  dafs  nur  noch 
einfache  Verzweigungspunkte  und  gewöhnliche  Doppelpunkte 
auftreten.  Zum  Beweise  hierfür  verweisen  wir  auf  die 
Litteratur.*) 

Die  übrigen  vorhin  aufgeworfenen  Fragen  sollen  in  den 
nächsten  Paragraphen  behandelt  werden. 


§  34.    Die  Invarianz  des  Geschlechtes  p. 

s,z)^^0  entspricht  eine  Riemann- 
sche  Fläche  T,  die  sich  «-blättrig  über  der  c-Ebene  aus- 
breitet und  die  Verzweigungsart  von  5  als  Funktion  von  z 
darstellt;  ebenso  entspricht  der  durch  die  birationale  Trans- 
formation 2V)  (§  33)  aus  F=0  hervorgegangenen  trans- 
formierten Gleichung  U\S, Z)-=0  eine  Riemann'sche  Fläche 
Tj ,  die  sich  »--blättrig  über  der  Z-Ebene  ausbreitet  und  die 
Verzweigungsart  von  *S  als  Funktion  von  Z  darstellt.  Durch 
die  birationale  Transformation  29)  sind  diese  zwei  Flächen 
T  und  T^  so  aufeinander  bezogen,  dafs  jedem  Punkte  von 
T  ein  Punkt  von  Tj,  und  jedem  Punkte  von  T^  ein 
Punkt  von  T  entspricht.  Denkt  man  sich  ferner  die 
Flächen  von  T  und  T,  als  Riemann'sche  Kugelflächen,  so 
entspricht  jeder  unendlich  kleinen  Ortsänderung  in  einer  der 
zwei  Flächen  eine  unendlich  kleine  Ortsänderung  in  der 
andern,  und  jedem  ununterbrochenen  Linienzug  in  T  ein 
zusammenhängender  Linienzug  in  T^.  Den  p  Querschnitt- 
bündeln {ah c)y_  {x  =  \  . . .  p),  die  Tin  eine  einfachzusammen- 
hängende Fläche  T  verwandeln,  entsprechen  daher  p  Quer- 
schnittsbündel {a'b'c')y_,  die  2\  in  eine  Fläche  T[  umformen. 
Diese  Fläche  T[  ist  19)  zusammenhängend.  Bedeuten 
nämlich  F^  und  F[  irgend  zwei  Punkte   in  T[,    F  und   F 


*)  Cayley,  Quart.  Journ.  of  Math.  t.  7  (1865)  und  Journal  f. 
Math.  Bd.  64  (1865J.  —  Hamburger,  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys. 
Bd.  16.  1871.  —  Nöther,  Gott.  Nachr.  1871,  pag.  267;  Math. 
Annalen  Bd.  9  (1875)  u.  Bd.  23.  ^1883).  —  Halphen,  Etüde  sur  les 
points  singuliers;  Anhang  zur  franz.  Ausg.  v.  Salmon's  Higher  plane 
curves,  Gauth.  Villars  1884.  —  Vergl.  auch  Picard,  Traite  d'analyse, 
T.  II,  pag.  360ff.  (1893):  Appell  et  Goursat,  Theorie  des  fonct. 
alg.  et  de  leurs  integrales,  pag.  283  (1895)  und  E.  Vessiot,  Aunalea 
de  la  Faculte  des  sciences  de  Toulouse.    1896. 
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die  entsprechenden  Tunkte  von  T\  so  läfst  sich  in  T'  ein 
Weg:  ''  aujreben,  der  von  /'  nach  V  fuhrt,  ohne  einen  Quer- 
schnitt zu  Überschreiten.  Der  entsjircchende  We^'  /,  in  T[ 
fuhrt  dann  auch  in  T[  von  /',  nach  PI,  oline  einen  Quer- 
schnitt zu  Überschreiten.  Die  Fläche  T[  ist  2?)  einfach- 
zosamnienhän^end;  denn  wäre  sie  es  nicht,  so  würde  einem 
sie  nicht  zerstUckehiden  Querschnitt  A,  ein  Querschnitt  A  in 
T'  entsprechen,  der  auch  T'  nicht  zerstückelt,  was  unmöglich 
ist.  T  und  7",  werden  also  durch  dieselbe  Anzahl  Quer- 
schnitte in  einfachzusanimcnliiingende  Flächen  verwandelt. 
Das  Geschlecht  />  dieser  Flächen  und  auch  dasjenige  der 
zugehörigen  Gleichungen  F=0  und  Y'=0  ist  also  dasselbe. 
Dies  giebt  den  wichtigen 

Satz  I")  Das  Geschlecht  einer  algebraischen 
Gleichung  wnrd  durch  eine  birationale  Trans- 
formation nicht  geändert. 

s,  -y  =  0  und  die  transformierte 

Gleichung  U'\S,Z)  =  0  dieselbe  Klasse  algebraischer 
Funktionen  definieren,  können  wir  auch  sagen:  F=:.{)  und 
W^O  sind  Gleichungen  derselben  Klasse.  Der  vorige 
Satz  läfst  sich  dann  auch  so  au.ssprechen : 

Satz  la!)  Gleichungen  derselben  Klasse  haben  auch 
dasselbe  Geschlecht. 

Für  p  ]>  1  läfst  sich  Satz  I?)  umkehren. 

SStZ  IP)     Läfst  eine  rationale  Transformation 

S  =  E,(s,z),  Z=B,{s,z) 

das  Geschlecht  p  (^  1)  einer  algebraischen 
Gleichung  unverändert,  so  ist  die  Trans- 
formation eine  birationale.*) 

Beweis :  F  ya,  zj  =  0  werde  durch  die  rationale  Trans- 
formation 

S  =  B^{s,z),  Z=.R,_{s,z) 
•)  Siehe  die  Abhandlung  von  Herrn  Weber,  Crelle's  Journ.  Bd. 76. 
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übergeführt  in 


ikz)  =  o, 


und    es    sei   das  Geschlecht  2\  von   ^=0  gleich  dem  Ge- 
schlechte 2?  von  F=0. 

Durch  die  rationale  Transformation  geht  jeder  Integrand 
I.  Gattung  V  der  durch  T=  0  definierten  Funktionenklasse 
über  in  eine  lineare,  homogene  Funktion  der  p  linear- 
unabhängigen Integranden  I.  Gattung  u  der  durch  7^  =  0 
definierten  Funktionenklasse. 

Ist  daher  allgemein : 

„.  _  ^  (S,  Z)        ,,_    (p  («:  ^) 


r  (6\  Z) '  F'  (s,  z)  ' 


so  folgt: 


"i        wt  r.    ^■\         r  •  •  •  "T"  "iJ 


V^2    ('S,  ^)         _     V  y,    (g,  ^)  I  \h^P  ^^^   ^) 


T'iS.Z)  '      F'(s,z)       I    •••    I    ^^     F'{s,z)     ' 

worin  a^  . . .  a^,  \  . .  .hp   konstante    Koeffizienten   bedeuten, 
und  weiter 

ip^  {S,  Z)  _    aj  .  cp^  {s,  z)  -\-  ...-}-  üp  .  (pp  (s,  z) 


^1  (Ä,  Z)  b^  .  f/5^  (s,  ^)  -|_  .  .  .  -f  6^  .  r/)^  (s,  0) 

Den  Punkten  der  zu  '/'  =  0  gehörigen  Fläche  T^ ,  in 
denen  xp^  (5,  Z)  =  0  wird,  entsprechen  demnach  auf  der 
zu  -F=0  gehörigen  Fläche   T  Punkte,  in  denen 

«1  fpi  {s,  z)  A^  ...-{- üp  .  cpp  (s,  z)  =  0 

wird.     Wenn    folglich    einem    beliebigen   Punkte    von    T^ 
r  Punkte  von   T  entsprechen,    so  mufs,    da  ip^  (S,  Z)  in  2\ 

und    ^ccy_  .(fy,  {s,z)   in    Tje  2  p  —  2   variabele  Nullpunkte 
besitzen,  die  Beziehung 

r-(2pi  —  2)^2p  — 2 
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bt'Stt'lieu,  welche,  da  ;•  eine  j)ositive,  j^auze  Zahl  ist,  fUr 
7),  =p  nur  tlaim  erfüllt  sein  kann,  wenn 

ist.  —  Jedem  Punkt  von  T,  entspricht  also  nur  ein  Punkt 
von  7*.  d.  li.  die  betrachtete  rationale  'IVansformation  ist 
eine  birationale. 

Bemerkung.  Ist  eine  algebraische  Gleichung  F(«,r)  =  0 
gegeben,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  z  oder  s  als  un- 
a])hängige  Variabele  ansieht,  zwei  verschiedene  Riemann'sche 
Flächen  T,  und  7'^.  Nach  Satz  I*^)  haben  diese  zwei  Flächen 
dasselbe  Oeschlecht.  Ist  daher  z.  B.  die  Gleichung  /'=  0 
in  Bezug  auf  eine  der  zwei  Variabein,  etwa  in  Bezug  auf  c, 
vom  ersten  Grade,  so  reduziert  sich  die  zugehörige  Riemann'sche 
Fläche  7,  auf  die  einfache  c-Ebene,  und  die  Flüche  T^  ist 
daher  einfach  zusammenhängend. 


§  35.    Die  Moduln  der  Klasse. 

Die  Grundgleichung  F=0  enthält  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Gliedern;  die  zugehörige  Riemann'sche  Fläche 
7'  hängt  daher  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Kon- 
stanten, nämlich  den  Koeffizienten  von  F  ^^  0  ab.  Geht 
nun  F=0  durch  birationale  Transformation  in  eine  Gleichung 
'/'*=  0  über,  so  steht  nicht  ohne  weiteres  fest,  dafs  die  zu 
»/  =  0  gehörige  Fläche  T^  von  ebensoviel  Konstanten  ab- 
hängt, wie  T.  Es  läfst  sich  im  Gegenteil  wohl  denken, 
dafs  war  die  birationale  Transformation  so  wählen  können, 
dafs  Tj  von  weniger  Konstanten  abhängt  wie  2\  Es  er- 
giebt  sich  so  unmittelbar  die  Frage,  ob  es  eine  untere 
Grenze  für  die  Erniedrigung  dieser  Konstantenzahl  giebt, 
nnd  welches  die  niedrigste  Zahl  der  wesentlichen,  durch 
birationale  Transformation  nicht  mehr  wegzuschaifenden 
Konstanten  ist,  von  denen  die  allgemeinste  Gleichmig 
F=0  oder  Fläche  7'  des  Geschlechtes  p  abhängt.  Diese 
wesentlichen  Konstanten  oder  Parameter  heifsen  nach 
Riemann*)  die  Moduln  der  Klasse, 


*)  Riemaun,  Ges.  Werke,  pag.  113,  114. 
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Durch  die  Koeffizienten  von  F=^  0  sind  die  Ver- 
zweig-ungspnnkte  der  zugehörigen  Fläche  T  völlig  bestimmt. 
Wendet  mau  nun  auf  7^=0  eine  birationale  Transformation 
an,  so  lassen  sich  die  Konstanten  dieser  Transformation  so 
wählen,  dafs  in  der  zur  transformierten  Gleichung  gehörigen 
Fläche  Tj  eine  bestimmte  Anzahl  von  Verzweigungspunkten 
in  beliebig  gewählte  Lagen  gedrängt  werden  kann,  während 
die  übrigen  Verzweigungspunkte  in  Tj  fest  bleiben.  Die 
Anzahl  dieser  bei  einer  birationalen  Transformation  fest 
bleibenden  Verzweigungspunkte  in  7\  ist  die  Zahl  der 
Moduln  der  Klasse.  Diese  Zahl  läfst  sich,  wie  folgt,  be- 
stimmen. 

Bezeichnet  T  die  zur  Grundgleichung  i^  =  0  gehörige 
Kiemann'sche  Fläche,  so  denken  wir  uns  dieselbe  zunächst 
durch  eine  birationale  Transformation 

aS  =  i?j  (s,  2) ,     Z=  R^  (s,  z) , 

in  der  Z  eine  Funktion  IL  Gattung  von  der  Ordnung 
f.i'^2p  —  2  sei,  in  eine  neue  Fläche  2\  vermandelt,  die 
sich  /<-l)lättrig  über  der  .Z-Ebene  ausbreitet.  Von  dieser  Fläche 
T^  gehen  wir  nun  aus  und  schreiben  an  Stelle  von  »S  und  Z 
wieder  s  und  z. 

Wenden  wir  auf  1\  die  birationale  Transformation 

(7  =  s,  c  =  R  {s,  z) 

an,  wo  'C  eine  Funktion  II.  Gattung  von  der  Ordnung  i-i  sei, 
so  besteht  zwischen  o  und  C  eine  irreducible  algebraische 
Gleichung,  die  in  cj  vom  Grade  fi  ist ;  die  zugehörige  Fläche 
T^  hat  also  f^i  Blätter,  ebenso  wie  T-^.  Der  transformierenden 
Funktion  'C  können  wir  die  /<  Unstetigkeitspunkte  nach 
Belieben  vorschreiben ;  nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze 
enthält  dieselbe  dann  noch 

x-|-l=^t— p  +  1 

willkürliche  Konstanten,  wenn  x  den  Überschufs  der  Funktion 
C  bezeichnet.     Im  ganzen  enthält  also  C 

2  /.  —  P  +  1 

willkürliche  Konstanten.  Über  diese  Konstanten  können  wir 
nun,  im  allgemeinen,  so  verfügen,  dafs  2  /.i — -p  -\-  1  von 
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den  2(u-\-p  —  1)  einfaclien  Verzweigiinjrspunkten  von  1\ 
vorgeschriebene  Lagen  eiiinelinien.     Die  Zahl 

2  (// + />  —  1 )  —  ( 2 /«  —  p  +  1 )  =  3 ; )  —  3 

der  ührigen.  durch  die  hirationaU'  Transformation  nicht  be- 
rührten, festen  \'er/,wciguiigspunkte  von  7^  ist  die  Zahl  der 
Klassennioduln.     Wir  haben  so  den 

S&tZ  I*)       Die  Klasse  vom  Geschl echte  /<  hat  im  all- 
gemeinen 3  ;>  —  3  Moduln. 

Dieser  Satz  giebt  für  p  >  1  nur  eine  obere  Grenze 
f  lir  die  Anzahl  der  Moduln  einer  Fläche  T  der  Klasse.  Wir 
werden  später  sehen,  dafs  es  für  jedes  p  >  1  Flächen  der 
Klasse  giebt,  die  sogenannten  hyperelliptischen  Flächen,  die 
nur  2  ]>  —  1  Moduln  besitzen,  weil  zwischen  den  Ver- 
zweiguugspunkten  einer  solchen  Fläche  p  —  2  Relationen 
l)estehen. 

Auch  die  Flächen  vom  Geschlechte  p  =  0  und  p  =  1 
bilden  eine  Ausnahme  von  dem  vorigen  allgemeinen  Satz. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  nämlich  wesentlich  auf  der 
Annahme,  dafs  wir  über  die  2  i.i  —  p  -j-  1  Konstanten  von  l 
so  vet-fügen  können,  dafs  2  .u — 7' -f- 1  Verzweigungspunkte 
von  1\  eine  vorgeschriebene  Lage  einnehmen.  Diese  An- 
nahme trift't  jedoch  nicht  mehr  zu,  wenn  die  ursprüngliche 
Fläche  2\  in  sieh  selbst  transformiert''-)  werden  kann 
durch  eine  birationale  Transformation 

(7  =  s,  C  =  i?  (s,  z), 

in  der  noch  willkürliche  Parameter  übrig  bleiben.  Ist  r  die 
Anzahl  dieser  Parameter,  so  können  die  2  ii  —  p  -{-  1  Kon- 
stanten von  r  nicht  mehr  sämtlich  dazu  benutzt  werden,  um 
ebensoviele  Verzweigungspunkte  von  2\  der  Lage  nach  zu 
fixieren,  sondern  nur  noch  2  /f  —  7^  -j-  1  —  ^1  die  übrigen  r 
Konstanten  dienen  dazu,  die  Möglichkeit  der  Transformation 
der  Fläche  T,  in  sich  selbst  zu  repräsentieren.  Die  Anzahl 
der  festbleibenden  Verzweigungspunkte  von  T^,  d.  h,  die 
Zahl  der  Moduln  der  Klasse,  ist  dann  also 

2{fi-\-p  —  l)  —  {2a  —  p^l  —  r)  =  3p  —  3^  r.**) 

*)  Siehe  den  nächsten  Paragraphen. 
**)  Diese  Formel    rührt    von  Herrn    Klein    her.      Siehe    dessen 
Schrift :      Über    Riemann's    Theorie    der    algebraischen    Funktionen. 
Kap.  III. 
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Wie  sich  im  nächsten  Paragraphen  ergeben  wird,  ist 
für  p  =  0  :  r  =  3  ;  für  p  =  1 :  r  =  1 ;  für  p  >>  1 :  r  =  0. 
Die  Anzahl  der  Moduln  der  Klasse  ist  daher: 


für  p  =  0 
»  P  =  1 
«    ?>1 


gleich  0, 
„      3p  -  3, 


wenn  die  Fläche   T  nicht  zu  den  hyperelliptischen  Flächen 
gehört. 


§  36.   Transformation  einer  Fläche  T  in  sich  selbst. 

Wenn  die  Gleichung: 

(n'm\ 
S,  z)  =  0, 

ZU  der  die  Fläche  T  gehört,  durch  die  birationale  Trans- 
formation 

5  ^  i?-^  (s,  z),  Z=  Eo  (s,  z) 

übergeführt  wird  in 

zu  der  wieder  dieselbe  Fläche  T  gehört,  so  sagen  wir:  die 

6',  z)  =  0,  oder  auch  die  zugehörige  Fläche  T, 
wird  durch  die  birationale  Transformation  in  sich  selbst 
transformiert.  —  Wir  wollen  diese  Transformation  kurz 
besprechen  und  unterscheiden  dabei  die  drei  Fälle  p  =  0^ 
p  =  1  und  p  >  1. 

(n  m\ 
s,  z)  =  0  vom 

Geschlechte  p  =  0,  so  lassen  sich  nach  §  32  alle  Funktionen 

der    Klasse,    also    auch  s  und   z,    als  rationale  Funktionen 

einer  Funktion  C  der  Klasse  darstellen.     Ist  z.  B. 

so  entspricht  jedem  Werte  von  c  ein  und  nur  ein  Wert  von 
s  und  ein  und  nur  ein  Wert  von  ~,  und  daher  jedem  Punkte 
der  ^-Ebene  ein  und  nur  ein  Punkt  der  zu  F  =  0  gehörigen 
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Flächi-   T.  —  Unigekt'hrt   ist    ,,    als    Funktion    der   Klasse, 
rationale  Funktion  von  .<  und 


^  • 


t  =  R{s,z). 

Jedem  zusanuneufrehörigen  Wertepaare  .<*,  ~  entspricht  also 
auch  nur  ein  Wert  von  c,  und  folglich  jedem  Punkte  der 
Fläche  T  ein  und  nur  ein  Punkt  der  C-Ebene.  Die  Fläche 
T  vom  Geschlechte  />  ^  0  läfst  sich  daher  mit  Hilfe  der 
birationalen  Transformation 

in  eine  einl)lättrige  Fläche  T,  liberfUhren.  Diese  letztere, 
die  einfache  C-Ebene,  wird  durch  jede  Transformation 

at—l 


ht  —  d 


mit  drei  willkürlichen  Parametern  a.  i,  d  in  sich  selbst  trans- 
formiert, wobei  diese  willkürlichen  Parameter  dazu  benutzt 
werden  können,  um  drei  beliebige  Punkte  der  C-Ebene  in 
drei  beliebige  andere  Punkte  derselben  Ebene  überzuführen. 
Dasselbe  gilt  also  auch  von  der  ursprünglichen  Fläche  T. 
Wir  haben  so  den 

Satz  I  )  Ist  die  Grundgleichung  F\s,z)^{)  vom 
Geschlecht  p  =  0,  so  läfst  sich  die  zugehörige 
Fläche  T  in  sich  selbst  transformieren  durch 
eine  birationale  Transformation  mit  rr=3  will- 
kürlichen Parametern. 

119)  j»  =  1 :    In  diesem  Falle  läfst  sich,  nach  §  32,  die 

(n  m\ 
s,z)  =^  0  gehörige  Fläche  T  durch 
birationale  Transformation  in  die  zweiblättrige  Riemann'sche 
Fläche  Tj  mit  vier  Verzweigungspunkten  verwandeln,  die 
den  elliptischen  Funktionen  entspricht.  Was  sich  von  der 
Transformation  von  1\  in  sich  selbst  beweisen  läfst,  gilt 
also  auch  von  der  ursprünglichen  Fläche   T. 

Es  sei  u  das  zu  T^  gehörige  Integral  I.  Gattung.  Sind 
w,,Wo  die  Periodizitätsmoduln  desselben  in  der  einfach  zu- 
sammenhängenden Fläche  Tl,  so  ist  jede  Funktion  z  der 
Klasse    einwertige,   doppelperiodische   Funktion   von  u,    mit 
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den  Perioden  w^jW.^,  und  umgekehrt  ist  jede  einwertige, 
doppelperiodische  Funktion  von  m  eine  Funktion  der  Klasse. 
Bezeichnen  wir  demnach  die  Variabein  in  der  Fläche  2\ 
wieder  mit  s  und  z,  so  ist 

1-)  «  =  9'(^0.  -  =  f/'i("), 

wo"  cp  (m)  und  cp^  (m)  doppelperiodische  Funktionen  von  u 
bezeichnen.  —  Setzen  wir  nun 

2?)  S  =  cp{u^t),    Z=fpju-irt), 

wo  t  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  so  sind  auch  5 
und  Z  einwertige,  doppelperiodische  Funktionen  von  ti  und 
dalier,  als  Funktionen  der  Klasse,  rational  darstellbar  durch 
•s  und  Zj  d.  h.  es  ist 

3?)  S  =  R  (s,  z,  t),  Z=R^  (s,  z,  t), 

wo  R  und  jRj  rationale  Funktionen  von  s  und  z  bezeichnen, 
die  von  dem  willkürlichen  Parameter  t  abhängen.  Ebenso 
sind  umgekehrt  s  und  z  rationale  Funktionen  von  S  und  Z. 
Die  Transformation  3".^)  ist  also  birational  und  geht  aufser- 
dem,  wie  man  leicht  sieht,  für  <  =  0  in  die  identische  Sub- 
stitution 

S  ^  s,     Z  ^  z 

über.  Wie  aber  leicht  einzusehen  ist  (siehe  Apell  et  Goursat 
pag.  267),  geht  u  durch  jede  birationale  Transformation 
wieder  in  ein  Integral  I.  Gattung  über,  d.  h.  es  ist  bei 
Anwendung  von  39) 

U'  {s,Z)^li.M'  {S,Z), 

wo  jU,  wie  sich  durch  Betrachtungen  ähnlich  den  sogleich 
für  p  ^  1  anzustellenden  ergiebt,  von  t  unabhängig  ist. 
Da  3?)  für  i  =  0  in  die  identische  Substitution  S^s,  Z=z 
übergeht,  so  ist  ^it  =  1,  und  es  ist  die  biratiouale  Trans- 
formation 3?)  mit  dem  einen  willkürlichen  Parameter  t 
äquivalent  mit  der  transcendenten  Beziehung: 

4?)  u{S,Z)  =  u{s,z)^C, 

wo  C  eine  beliebige  Konstante  bedeutet.  Wie  sich  übrigens 
(siehe  etwa  Appell  et  Goursat,  Theorie  des  fonctions 
algebriques  et  de  leurs  integrales,  pag.  474  ff.)    nachweisen 
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läfst,  erliiilt  man  alle  biratinnalen  Transformationen,  welche 
7",  in  sich  seihst  überfuhren,  indem  man  4'^)  konihiniert  mit 
allen  Transformationen  von  der  Form: 

U  (5,  /f  )  ==  V  .  M  («,  Z)  , 

WO  V  eine  primitive  Wurzel  einer  der  Gleichungen : 
v«=  1,   ,'=^=1,   v'=  1,   v«=l 

bedeutet.  Die  Itiratlonale  Transformation  3?)  führt  also  T^ 
in  sich  8ell)st  über,  und  es  gilt  daher  für  1\  und  folglich 
auch  für  T^  der 

SbIZ  II")  Jede  allgemeine  Fläche  T  vom  Geschlechte 
p^=\  läfst  sich  durch  birationale  Trans- 
formation in  sich  selbst  überführen,  und  jede 
solche  Transformation  enthält  einen  willkür- 
lichen Parameter. 

Für  spezielle  Flächen  des  Geschlechtes  j>  =  1  vergleiche 
etwa  Baker,  Abelian  Functions,  §  394. 

UIV)  ;>  >>  1 :  Für  diesen  Fall  gilt  der  von  Herrn 
Schwarz  (Grelle,  Bd.  87)  bewiesene 

SfttZ  nr)  Eine  allgemeine  Gleichung  oder  Fläche  1 
des  Geschlechtes  /)>!  läfst  sich  nicht  in  sich 
selbst  transformieren  durch  birationale  Trans- 
formationen, die  einen  willkürlichen  Para- 
meter enthalten. 

Beweis  :*)  Angenommen,  die  Gleichung  F  \s^  z)  =  0, 
oder  die  zugehörige  Fläche  T,  lasse  sich  in  sich  selbst 
transformieren  durch  eine  birationale  Transformation 

30)  lS  =  R{s,z,t), 

\Z=R^(s,z,t), 

die  den  willkürlichen  Parameter  t  enthalte.  Sind  dann 
u[ . . .  n'p  die  p  linearunabhängigen  Normalintegranden 
I.  Gattung,  so  werden  (siehe  den  nächsten  Paragraphen) 
diese  Integranden    durch   die    birationale  Transformation  in 


•)  Siehe  Picard,  Traite  d'analyse,  t.  II. 

Landfriedt,   Theorie  d.  algebr.  Fnnkt.  18 
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Integrauden  L  Gattung  7i[  (S,  Z), . . .  Up  (S,  Z)  übergeführt^ 
die  sich  wieder  als  ganze,  lineare  Funktionen  von  u[ . .  .Up 
darstellen  lassen.     Ist  z.  B. 

5  ?)  u[  (S,  Z)  =  a^,  u[  {sj  z) -}-...-}-  ap  .  u'p  (s,  z) 

wo  tt^.  . .  Up  von  .s  und  z  unabhängige  Konstanten  bedeuten, 
80  läfst  sich  beweisen,  dafs  diese  Konstanten  auch  von  t 
unabhängig  sind.  Läfst  man  nämlich,  indem  man  t  einen 
festen,  sonst  beliebigen  Wert  beilegt,  die  Variabele  z  in  der 
einfach     zusammenhängenden     Fläche    T'   vom     Punkte     ß 

(Fig.  34)  auf  dem  negativen  Rande  von  a^  längs  b^  nach 
dem  gegenüberliegenden  Punkte  y  auf  dem  positiven  Rande 
von  aj  gehen,  so  wachsen  u^  (s,  z) . .  .Up  (s,  z)  um  die 
Periodizitätsmoduln : 

TtijOj...  0. 

Zugleich  mit  diesem  Wege  von  z  beschreibt  auch  Z  in 
der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T',  die  zur  trans- 
formierten Gleichung  gehört,  einen  Ringweg,  der  u^  (5,  Z) 
etwa  in  u^  {S,  Z)  -\-  w^  überführe,  wo  w^  offenbar  von  t  un- 
abhängig ist.     Es  ist  dann 

Wj  =  «j  .  TT  z, 

und    daher   a^  unabhängig  von  t.     Läfst  man  z  analog  der 

Reihe  nach  die  Ringwege  b^, . .  .bp  in  -f-  Richtung  durch- 
laufen, so  ergeben  sich  die  weiteren  Beziehungen: 

Wg  ^^  cc^  .  7t  i, .  .  .  cop  =  ap  .  7t  i, 

aus  denen  sich  ergiebt,  dafs  auch  a^. . .  ap  von  t  un- 
abhängig sind. 

Nimmt  man  ein  zweites  Normalintegral  ?/o  (s,  z),    so  er- 
.  hält  man,  analog  wie  für  w^  (s,  z)  die  Beziehung : 

6?)  U2  (5,  Z)^=  ß^.  u[  {s,  z)  -\-  ...-{-  ßp  .  u'p  (s,  z), 

wo  ßx-  •  ■  ßp  wieder  von  «,  -:  und  t  unabhängige  Kon- 
stanten sind. 


79) 


Aus  5?)  und  6?)  folgt: 

u'i  {S,  Z)  «j  .  m[  (s,  2:)  -[-...  -|-  Op  .  Up  (s,  z) 


U 


2{SjZ)  ß^.u[{s,z)-\-...^ßp.Up{s,z)    ' 
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Diese  Beziehuufr  enthält  nach  dem  Vorig:en  den  will- 
kllrlichen  Parameter  t  nicht  mehr  und  weist  also  jedem 
Punkt  a,  c  der  urspriiiiirlichen  Flache  T  eine  endliche 
An/.alil  von  Punkten  S,  Z  der  transformierten  Fläclic  1\  zu. 
Die  hirationale  Transformation  3?)  mit  dem  willkürlichen 
Parameter  t  w  eist  alter,  wenn  wir  ein  Wertepaar  s,  z  fest- 
halten, diesem  Wertepaare,  bei  kontinuierlicher  Änderung 
von  <,  unendlich  viele  Wertepaare  «S,  Z  zu.  Die  Annahme, 
dafs  es  füry^l  eine  birationale  Transformation  mit  einem 
willkürlichen  Parameter  gebe,  welche  die  ursprüngliche 
Fläche  7'  in  sich  selbst  transformiert,  führt  also  zu  einem 
Widerspruch. 

Für  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  vom 
Geschlecht  p  >  1  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  birationalen 
Transformationen  in  sich  vergleiche  Hurwitz,  Matth.  Ann. 
Bd.  41.  pag.  406  ff. 
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Wendet  man  auf  die  eine  Klasse  algebraischer  Funktionen 

/n  m\ 

definierende  Grundgleichung  F  \f<,  zj  =^  0  eine  birationale 
Transformation   an,    so    geht    diese  Grundgleichung  über  in 

eine  neue  Gleichung  ^'yS,  Z)  =  0,  die  wie  wir  früher  ge- 
sehen haben,  wieder  als  definierende  Gleichung  derselben 
Funktionenklasse  angesehen  werden  kann.  Durch  geeignete 
Wahl  der  birationalen  Transformation  läfst  sich  nun  er- 
reichen, dafs  die  neue  Gleichung  ¥'=  0  eine  möglichst  ein- 
fache Gestalt  annimmt,  z.  B.  von  möglichst  niedrigem  Grade 
in  der  neuen  Veränderlichen  ist.  Derartige,  möglichst  ein- 
fache Formen  der  Grundgleichung  nennen  wir  Normal- 
formen derselben.*) 

Die  Zurttckführung  der  Grundgleichung  F=  0  auf  eine 
Normalform  beruht  auf  dem 


*)  Der  Begriff  der  „Normalform"  ist  ein  sehr  dehnbarer  und  hängt 
davon  ab,  was  man  unter  einer  möglichst  einfachen  Grundgleichung 
versteht.    Daher  die  verschiedenen  , Normalformen"  für  dasselbe  p. 

18* 
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Satz  V]       Der  Quotient  -^     zweier     cp- Funktionen 

geht  durch  birationale  Transformation  wieder 

in    einen   Quotienten   -^  zweier  np-Funktionen 

über. 

Beweis :    Durch    birationale  Transformation   geht  jedes 

Integral  I.  Gattung  /     ^,    '  ^     dz   wieder    in    ein    Integral 

J     ^   i.s,z) 

I.  Gattung   /        ,     '   „     .  dZ  über  (siehe  Riemann,  Ges.  W. 

pag.  111    und  Appell  et  Goursat    pag.  267).     Es    bestehen 
also  die  Beziehungen: 

(p^  (s,  z)  .  dz       ip^  {S,  Z) .  dZ    f/).,  (s,  z)  .dz q)^  (5,  Z) .  dZ 

F'(s,z)   ^    r{S,Z)    '   'f'{s,z)   ^     r(S,Z)    ' 

und  aus  diesen  ergiebt  sich  durch  Division: 

92   («^  ^)  V^2    ('S,  2) 

Der  eben  bewiesene  Satz  ermöglicht  es,  jeder  algebra- 
ischen Grundgleichuag  F\s,  z)  =  0  vom  Geschlechte  p  ^  3 
eine  invariante  Form  zu  erteilen,  d.  h.  eine  Form,  die 
bei  jeder  weiteren  birationalen  Transformation  unverändert 
bleibt.     Ist   nämlich  jy  ^  3,   so    sind   die  zwei  f/)-Quotienten 


wenn  cp^ ,  ^o  i  (p.^  linear  unabhängig  sind  und  zwischen  ihnen 
keine  identische  Beziehimg  besteht  (was  nur  im  sogenannten 
hyperelliptischen  Falle  möglich  ist),  gegeneinander  irredu- 
cibele  Funktionen  der  Klasse  von  der  Ordnung  2  p  —  2 . 
Das  Gleichungssystem 

20)  5  =  ^,     Z=^, 

9>i  9s 


[ 
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definiert  dann  eine  birationale  Transformation,  welche  die 
Grund^'leichung:  F{s,  z)  ^^  0  in  eine  Gleichung  von  der  Form 

Zip -2  2p -2\ 

3?)  y(s     ,Z     )  =  0*) 

tlberflihrt.  Die  Anzahl  r  der  Doppelpunkte  dieser  Gleichung 
läl'st  sich  leicht  bestimmen.  Nach  Satz  IV "i*)  §  5  ist  nämlich 
die  Diskriminante  i>  von  '.V')  bis  auf  einen  von  S^...S2p  —  2 
imabhängigen  Faktor  identisch  mit  dem  Produkte: 

//=  r(S,  ).'/•' («2  )...'v'(52p_2), 

wo  «S,  ...S.2P-0  die  einem  unbestimmten  Z  entsprechenden 
Wurzeln  S  von  3?)  bedeuten.  Die  Anzahl  der  einfachen 
Wurzelkoinzidenzen  von  '/'=  0  ist  daher  gleich  der  Ordnung, 
zu  welcher  das  Produkt  //  für  Z  =  oo  unendlich  wird.  Nun 
wird  aber  flir  Z=oc,  d.  h.  für  cf^  =  0,  auch  aS  =  oo,  und 
daher,  da  1"  [S)  in  S  vom  Grade  2p  —  3  ist,  jeder  Faktor 
von  77  gleich  oo-p-^.  Die  Anzahl  der  Wurzelkoinzidenzen 
von  3«)  ist  folglich  gleich  {2p  — 2)  (2p  — S). 

Bezeichnen  nun,  wie  früher,  r  die  Anzahl  der  einfachen 
Verzweigungspunkte,  r  die  der  Doppelpunkte  von  3?),  so 
bestehen  die  Beziehungen: 

(2 p  —  2)  (2/)  —  3)  =  r  -j-  2  r, 

v  =  2{2p-2-^p-l}, 

aus  denen  sich  unmittelbar 

4?)  r  =  2(p  —  l){p  —  3) 

ergiebt. 

Führt  man  nun  noch  an  Stelle  von  S  und  Z  mit  Hilfe 
der  Gleichungen : 


a^         7        3/ 


5  =  — ,     Z 


} 


die   neuen  Variabelen   a;,y,z   ein,    so    geht  3?)    nach  Multi- 
plikation mit  z^P-'^  in  die  homogene  Gleichung 

/_2p-_2\ 

5?)  Tyx,^^,z)  =  0 

mit  den  drei  Variabelen  x,  y.  z  über.**) 

*)  Riemann,  Ges.  W.  pag.  458. 
**)  Riemann,  Ges.  W.  pag.  459. 
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Nimmt  man  die  im  Vorigen  benutzten  Funktionen 
(f^ ,  (f.^ ,  ^3  nicht  mehr  beliebig,  sondern  in  geeigneter  Weise 
an,  so  läfst  sich  der  Grad  der  transformierten  Gleichung 
W=  0  noch  weiter  erniedrigen.  Nimmt  man  nämlich  in 
T  p  —  3  wesentliche,  nicht  von  einander  abhängige  Punkte 
/j  . . .  yp_3  an,  und  schreibt  man  dem  allgemeinen  Integranden 
I.  Gattung  diese  Pmikte  als  Nullpunkte  erster  Ordnung  vor, 
so  giebt  es  noch 

/. -f  1  =p  _  1  —  (p  —  3) -[- 1  =  3 

linear  unabhängige  Integranden  I.  Gattung,  also  auch  drei 
linear  unabhängige  g)-Funktionen  (f^i  ^f^i  ffzi  ^^^  '^  diesen 
p  —  3  Punkten  verschwinden.  Bildet  man  mit  Hilfe  dieser 
^-Funktionen  die  birationale  Transformation : 

so  sind  aS  und  Z  Funktionen  der  Klasse  (I.  Gattung)  von 
der  gemeinsamen  Ordnung: 

2p_2-(p-3)=7>+l. 

Dies  giebt  den 

Satz  W)     Die  Gleichung  7^(s,'^)  =  0  vom  Geschlecht 
p   geht    durch   die    birationale   Transformation 

S  =  ^,    Z=^, 
<Pz  % 

worin  ffi,  (f^,  fpi  linear  unabhängige  <jp-Funk- 
tionen  bezeichnen,  die  p  —  3  beliebig  in  T  an- 
genommene Punkte  zu  gemeinschaftlichen 
Nullpunkten  besitzen,  über  in  eine  Gleichung 
von  der  Form 


lf(S,        Z  )=:  0.*) 


6?) 

Die  Anzahl  r  der   Doppelpunkte   dieser   Gleichung    er- 
giebt  sich  aus  den  Beziehungen: 

v  =  2ip  +  i+p-n 

*)Clebschu.  Gordan,  Theorie  d.  Abel'schen  Funktionen,  pag. 65. 
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Es  ist: 
7?)  r  =  i-p(;,_3). 

Die  Herren  Hrill  und  Nüther  haben  g:ezeig:t,  dafs  die 
im  Vorigen  abgeleitete  Nornial^leichunti;  G'.'i  von  Ciebsch  und 
Gordan  nicht  die  Nornialirleichung  von  möo:lich8t  niedrigem 
Grade  ist,  die  sich  für  ;>  ^  .'i  erreichen  läfst.  Für  die 
Norinalgleichung  niedrigsten  Grades  vergleiche  Brill  und 
Nöther;  Math.  Annaien  l^d.  VIII  oder  die  Darstellung  von 
A.  Picard:  Traite  d'analyse.     T,  II,  pag.  451  tf. 

(n  m\ 
s,z)  =  0  des  Ge- 
schlechts ]>  auf   eine    Gleichung    vom    Grade  p  -|-  1  beruht 
wesentlich  darauf,  dafs  die  Transformation 


S  = 


im  allgemeinen  birational  ist.  Es  giebt  jedoch  einen  Aus- 
nahmefall. Bevor  wir  diesen  besprechen,  wollen  wir  noch 
mit  Hilfe  der  transformierten  Gleichung  6?),  die  bereits 
früher  gefundene  Zahl  3  />  —  3  der  Moduln  der  Klasse  einer 
allgemeinen  Gleichung  des  Geschlechtes  p  bestätigen. 

Die  Nonnalgleichung  ö?)  hängt  von 
y(;'  +  l)(;>-f  4) 

Parametern  ab  and  besitzt,  wie  oben  bewiesen  -^p(p  —  3) 
Doppelpunkte,  in  deren  jedem 

r  (5,  Z)  =  o 

ist.   Dies  liefert  -^p{p  —  3)  Bedingungsgleichungen  zwischen 

den  Parametern  von  W.  Die  Anzahl  der  willkürlichen 
Koeffizienten  beträgt  also  noch 

y[(P  +  l)(P  +  4)-p(p-3)]  =  4p  +  2. 

Andererseits  hängt  die  birationale  Transformation,  durch 
Tvelche  F  =  0  in  V  =  0  umgeformt  wird,  von  p  —  3  von 
einander    unabhängigen    willkürlichen    Punkten    abj    diese 
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p  —  3  Punkte  kann  man  sich  so  angenommen  denken,  dafs 
von  vornherein  p  —  3  Koeffizienten  von  ¥  gegebene  Werte 
annehmen.  Wendet  man  dann  noch  auf  6?)  die  allgemeinste 
homographische  Transformation 

die  von  8  willkürlichen  Parametern  abhängt,  so  lassen  sich 
v^eitere  8  Koeffizienten  von  W=^  0  so  bestimmen,  dafs  sie 
gegebene  Werte  annehmen.  Die  Anzahl  der  in  6?)  will- 
kürlich bleibenden  Parameter  ist  daher  schliefslich: 

4p-f  2  — (p  — 3)  — 8  =  37^  — 3,       w.  z.  b.  w. 

In  enger  Beziehung  mit  der  in  diesem  Paragraphen 
entwickelten  Theorie  steht  eine  Frage,  die  wir  noch  in 
kurzen  Worten  besprechen  wollen.*) 

Es  seien 

(p^,  cp^,  . .  .  cpp 

p  linear  unabhängige  Funktionen,  d.  h.  die  Zähler  von  p 
linear  unabhängigen  Integranden  I.  Gattung.  Bildet  man  aus 
denselben  ganze  homogene  Funktionen  zweiten  Grades: 

F^  [cp^ . . .  (pp),  . . . 


8?)       Fo{(p,...(pp),  F,{<p^. 

..(Pp 

so  sind  die  Quotienten 

F, 

K 

-*  0 

2 

F  ' 

Funktionen  der  Klasse,  die  in  denselben  q=4:p  —  4 
Punkten  y^..  .yQ..  .ytp-i  der  Fläche  T  zur  ersten  Ordnung 
unendlich  werden,  und  daher  Funktionen  11.  Gattung  sind. 
Bedeutet  nun  x  den  Überschufs  des  Punktsystems  y^. . . y^p—iy 
so  ist 

dh.  -/  =  3jP  — 4. 

Nach  dem  Riemann-Roch'schen  Satze  enthält  daher  die 
allgemeinste  Funktion  der  Klasse,  welche  die  Punkte 
7,  ...y4p_4  zu  Unstetigkeitspunkten  besitzt,  noch  genau 

X+l  =  3jr)  —  3 

*)  H.  Weber,  Math.  Ann.    Bd.  XIII. 
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verfügbare  Konstanten,  von  denen  eine  additiv  ist.  Jeder 
der  Quotienten  O?)  läfst  sich  somit  dureli  3p  —  4  derselben 
linear  ausdrucken,  oder:  zwischen  je  3;>  —  2  der  Funktionen 
8)  besteht  eine  lineare  und  homogene  Gleichung  mit  kon- 
stanten Koeftizienten.   Nimmt  mau  speziell  i'Wr  J\,  F^,F„  die 

~ö  P  (P  ~\~  ^)  Funktionen: 

so  erhält  man  den 

SStZ  III)     Zwischen  p  linearunabhängigen  r/i-Funk- 
tionen  (Pi-.ffp  bestehen  stets 

~p{p^l)-Cdp-S)  =  ^{p-2){p-S) 

homogene  Gleichungen  zweiten  Grades. 

In  besonderen  Fällen  kann  es  mehr  solcher  Gleichungen 
geben ;  der  vorige  Satz,  der  übrigens  nur  ein  Spezialfall 
eines  allgemeinen  Satzes  ist  (siehe  etwa  H.  Stahl,  Theorie 
der  Abel'schen  Funktionen  pag.  183),  giebt  daher  nur  eine 
untere  Grenze. 

Beispiel :  Es  sei  />  ^=  3.     Für  diesen  Fall  ist 

i_(p_2)(p-3)  =  0, 

was  sich  auch  folgenderweise  bestätigen  läfst.  —  Bestünde 
zw^ischen  den  drei  linear  unabhängigen  Funktionen  yjj,f/)2,  ^s 
eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades,  so  könnte  man 
dieselbe  auf  die  Form 


I 


oder  — 

r     ^' 

bringen.     Da  aber  -^  höchstens   in  ie  vier  Punkten  =  0* 

(P,  ^ 

und  00^  werden  kann,  so  könnte  -^  nur  in  ie  zwei  Punkten 

fpx 
0^  und    00^  werden.     Es  wird  also  eine  Funktion  der  Klasse 

von  der  Ordnung  2  existieren,  was,  wie  wir  sehen  werden^ 
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den     hyperelliptischen    Fall     charakterisiert     und    bei    un- 
beschränkten Moduln  der  Klasse  unmöglich  ist. 

Dagegen  läfst  sich  im  allgemeinen  Falle  p  ==S  eine 
homogene  Gleichung  vierten  Grades  zwischen  cp^ ,  cp^ ,  cp^ 
nachweisen.  Bezeichnet  man  nämlich  (siehe  H.  Weber, 
Theorie  der  Abel'schen  Funktionen  vom  Geschlechte  p  =  3, 
pag.  51)  mit  q,  r,  s,  t;  q^,  7\j  s^,  t^  irgend  vier  der  drei  Zahlen 
1,  2,  3,  so  ist  der  Quotient : 

^  ^         <iPg  .  Tr  •  fps  .  fpt 


fpq,  ■  (pr,  .   fps,  .   fpt, 

eine  Funktion  der  Klasse  von  der  Ordnung  16,  die  nach 
dem  Riemann-Roch'schen  Satz  als  lineare  Funktion  von  13 
speziellen  Funktionen  derselben  Art  mit  gleichen  Unstetig- 
keitsstellen  wie  Z  dargestellt  werden  kann.  Behält  man 
den  Nenner  cpq^ .  cpr^  .  (ps, .  fpt^  bei,  so  lassen  sich  aber  14 
solcher  Funktionen  Z  herstellen,  so  dafs  zwischen  denselben 
eine  lineare  Relation  bestehen  mufs,  die  nach  Weghebung 
des  gemeinsamen  Nenners  in  eine  homogene  Gleichung 
vierten  Grades  zwischen  cp^  i  fp^-,  fPi  übergeht.  —  Diese 
Gleichung     kann     ebenso     gut,     wie     die     Grundgleichung 

s,  z)  =  0,  als  definierende  Gleichung  der  Klasse  an- 
gesehen werden;  dividiert  man  sie  nämlich  durch  ^|,  so 
geht  sie  in  die  Gleichung  3?)  dieses  Paragraphen  über, 
welche  durch  die  birationale  Transformation 


Z 


fpz  '  ^z 

aus  der  Grundgleichung  F  =  0  hervorgeht. 

Im  allgemeinen  Falle  /?  =  4  giebt  es  zwischen  q^ijfp^jfPs^fp^ 
eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  und  eine  solche 
dritten  Grades.  Beide  zusammen  sind  äquivalent  mit  der 
einen  Gleichung  3?)  dieses  Paragraphen,  vom  Grade  6,  die 
durch  die  birationale  Transformation 


(Pi  (p3 

aus  der  Grundgleichung  i^=0  hervorgeht,  und  bestimmen 
also  vollständig  eine  Klasse  algebraischer  Funktionen  vom 
Oeschlechte  p  =  4. 
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Im  Falle  p  =  b  «riebt  es  drei  homogene  OleichunjjeQ 
zv/eiten  Grades  zwischen  den  fünf  linear  unabhängio:en 
</^-Fuiiktionen,  und  diese  Glciehungen  sind  umjrekehrt  im 
allgenu'inen  ausreichend  zur  Definticm  der  Funktionenklasse 
vom  (ieschlechte  ;>  =  5.  Für  den  Beweis  siehe  die  schon 
erwähnte  Abhandlung  von  Herrn  H.  Weber,  wo  auch  auf 
den  Umstand  hingewiesen  wird,  dafs  durch  die  Darstellung 
der  algebraischen  Funktionen  durch  die  Gesamtheit  der  Be- 
ziehungen zwischen  den  ^-Funktionen  die  Frage  nach  den 
Moduln  der  Klasse  einer  Behandlung  mit  den  Hilfsmitteln 
der  gewöhnlichen  Invariantentheorie  zugänglich  wird. 
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Im  vorigen  Paragraphen  ist  gesagt  worden,  dafs  die 
Transformation 

worin  (p^ ,  rp^ ,  (p.^  spezielle  «/^-Fmiktionen  bedeuten,  die  aufser 
den  Doppelpunkten  von  T  noch  weitere  p  —  3  wesentliche, 
gemeinsame  Nullpunkte  besitzen,  nicht  immer  birational  ist. 
Wir  wollen  diese  Möglichkeit  näher  untersuchen. 

Soll  die  Transformation  1?)  nicht  birational  sein,  so 
mtissen  jedem  Punkte  (S,  Z)  der  zur  transformierten 
Gleichung  gehörigen  Fläche  T^  mindestens  zwei  Punkte  (s,  z) 
der  zur  ursprünglichen  Gleichung  F=0  gehörigen  Fläche 
T"  entsprechen.  Mit  andern  Worten:  für  jedes  konstante 
Wertepaar  »S,  Z  mufs  es,  wenn  o^ ,  ^^  eine  Wertepaar  (s,  z) 
bezeichnet,  das  die  Gleichungen 

-      S.cpi  («r, ,  ?,)  —  ffi  K  ,Q  =  0, 

^■ffs  K T  Ci)  —  %  (ffi,  Ci)  =  0 

befriedigt,  mindestens  ein  zweites  Wertepaar  a„,C2  von  s,  z 
geben,  für  das  diese  Gleichungen  ebenfalls  erfüllt  sind,  oder 
auch :  Wenn  wir  den  2  ^-Funktionen 


20)  j^-<f:-% 
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aiifser  den  Doppelpunkten  und  den  schon  vorhandenen  p  —  3 
gemeinsamen  Nullpunkten  noch  einen  weiteren  gemeinsamen 
Nullpunkt  in  T  vorschreiben,  so  müssen  sie  sofort  noch 
mindestens  einen  ferneren  Nullpunkt  gemein  haben. 

Die  drei  f/)- Funktionen  rpi,fP2:Ta  ^^^^,  da  die  p  —  3 
denselben  zuerst  vorgeschriebenen  Nullpunkte  von  einander 
unabhängig  sind,  linear  unabhängig.  Ein  v^eiterer  Null- 
punkt von 

.       S.cp^  —  (f>^, 

wo  5  eine  beliebige  Konstante  ist,  mufs  also  gemeinsamer 
Nullpunkt  von  rp^  und  cp^  sein,  und  wenn  dieser  Punkt  auch 
em  Nullpunkt  von 

sein  soll,  auch  ein  gemeinsamer  Nullpunkt  von  (p^  und  cp^, 
d.  h.  schreibt  man  den  2  ^-Funktionen  2?)  aufser  den  Doppel- 
punkten und  den  p — 3  gemeinsamen  Nullpunkten  /j...yp_s 
noch  einen  weiteren  gemeinsamen  Nullpunkt  yp-2  vor,  so 
mufs  derselbe  ein  gemeinsamer  Nullpunkt  von  gij,  ^25^3  sein. 
Die  Transformation  1?)  ist  daher  dann  und  nur  dann  nicht 
birational,  wenn  ein  beliebiger,  gemeinsamer  Nullpunkt  von 
(Pi,  fjpg,  ^3  sogleich  mindestens  einen  weiteren  gemeinsamen 
Nullpunkt  derselben  Funktionen  ^j,  ^o,  (p^   nach  sich  zieht. 

Wir  können  dies  auch  wie  folgt  ausdrücken :  Die  Trans- 
formation 1 9)  ist  dann  und  nur  dann  nicht  birational,  wenn 
die  p  —  3  Gleichungen 

u''{yi)  =  0,...w'{yp^s)  =  0, 

welche  ausdrücken,  dafs  der  allgemeine  Integrand  I.  Gattung 
w'  in  den  p  —  3  von  einander  unabhängigen  Punkten 
/j .  .  .  /p  _  3  verschwindet,  zusammen  mit  einer  anderen 
Gleichung : 

w'iyp_2)  =  0, 

wo  yp-2  einen  beliebigen  weiteren  Punkt  von  T  bezeichnet, 
sogleich  mindestens  eine  weitere  Gleichung: 

w'{y)  =  0 
nach  sich  ziehen. 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  das  Verschwinden  des 
allgemeinen   Integranden   I.  Gattung  w'  in  p  —  2  von  ein- 
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ander  unahhän^i^eu  l'unkteii  /,  ...y^-j  ziehe  das  Ver- 
schwinden von  w'  in  nur  einem  weiteren  Punkte  /  nach  sich. 
In  diesem  Falle  müssen  die  Koordinaten  a,  ß  von  y  von 
den  Koordinaten  ff,,  ßi  aller  Punkte  yc  [i  ~=  1  .  . .  p  —  2)  ah- 
hängen.  Denn  liing:en  sie  von  den  Koordinaten  von  nur 
fi{<^p — 2)  Punkten  ah,  so  würde  der  Integrand  w',  der 
in  y, . . .  yp_2  verschwindet,  irej^en  die  Voraussetzung;  in  mehr 
als  einem  weiteren  Punkte,  nämlich  in 


1  .   .  .  U 

weiteren  Punkten  verschwinden.     Es  ist  daher: 

a  =  R^  (Cj,  |i^,  a.,,  .i^,  . . .  a^..,,  ^,-2), 

ß  =   1^-2  («1  ßl  ,  «9»  ßiJ  '  •  ■  ^p-2,  ßp-i), 


3?) 


wo  -ßj,   i?2  rationale  F'unktionen  der  Koordinaten  a,-,  (ii  be- 
zeichnen. —  Ebenso  müssen  umgekehrt  die  Beziehungen: 


4?) 


«1  =  ^1  («Ä  «2 /!?2 )  •  •  •  «P-2  ßp--2)i 
ßi  =  Pi («/^^  «2/^2 ,  • . .  «p- 2  /^p -2) 


bestehen,  wo  Pj,  P^  wieder  rationale  Funktionen  der  im 
Argumente  auftretenden  Koordinaten  bedeuten.  —  Sieht  man 
a.^ß^, . .  .Up^,  ßp-2  als  willkürliche  Parameter  an,  so  giebt 
es,  wie  die  Beziehungen  3?)  und  4.")  zeigen,  eine  birationale 
Transformation  mit  willkürlichen  Parametern  zw'ischen 

a,  ß  und  «j,  /t?,, 

dies  ist  aber  für  p  >  1  unmöglich.  —  Die  Annahme,  dafs 
das  Verschwinden  von  iv'  in  p  —  2  beliebigen  Punkten  das 
Verschwinden  desselben  Integranden  in  nur  einem  weiteren 
Punkte  nach  sich  ziehe,  führt  also  auf  einen  Widerspruch 
mit  Früherem. 

Angenommen    nun,    das  Erfülltsein   der  p  —  2  wesent- 
lichen Gleichungen 

io'{y,)  =  0,...w'(yp_,)  =  0 

ziehe  das  Erfülltsein  von  weiteren  x  O  1)  Gleichmigen: 

w'(y[)  =  0,...w\y:)  =  0 
nach  sich. 
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Das  Punktsystem 

59)  7,...yp_2,  y[...y', 

ist  dann  ein  Punktsystem  I.  Gattung  mit  dem  Überschufs  x, 
und  es  gilt  daher  für  dasselbe  die  Beziehung: 

q  —  X  =jj  —  l  —  1, 

wo  q  —  z  =  ;)  —  2, 

und  daher  k=  1  ist. 

Das  zum  Punktsystem  5?)  komplementäre  Punktsystem 
ist  also  ebenfalls  ein  Punktsystem  I.  Gattung  und  sein 
Überschufs  x'  ist  =1.  Die  Ordnung  q'  =  2p — 2  —  q 
dieses  Systems  ist  folglich  mindestens  =  2,  d,  h.  der  Über- 
schufs ■/  des  Systems  5  ?)  ist  höchstens  =  p  —  2.  Es  wird  sieh 
gleich  ergeben,  dafs  /  thatsächlich  gleich  p  —  2  ist. 

Die  ■/. Punkte  y'i . .  .y'^  können  in  ihrer  Lage  nicht  alle 
zugleich  von  der  Lage  aller  Punkte  y^  . , .  y^  _  2  abhängen. 
Denken  wir  uns  nämlich  zu  den  Punkten  y^  . .  .  yp-2  noch 
einen  weiteren  Punkt  /p  _  1  hinzugenommen,  so  dafs  die 
Gleichungen 

6'.')        w'{y^)  =  0,...w'{yp_,)  =  0,  w(yp_,)  =  0 

alle  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  dadurch  w'  voll- 
kommen bestimmt  bis  auf  einen  konstanten  Faktor.  Die 
übrigen  Nullpunkte  von  lo'j  p  —  i  an  der  Zahl,  sind  also 
auch  bestimmt.  Je  p  —  2  der  Gleichungen  6?)  ziehen  aber, 
nach  unserer  Annahme,  das  Verschwinden  von  lo'  in  x 
weiteren  Punkten  nach  sich.  Die  Gleichungen  6?)  in  ihrer 
Gesamtheit  ziehen  also  -/.(p  —  1)  weitere  Nullpunkte  von  w' 
nach  sich,  und  diese  Nullpunkte  müssen  alle  von  ein- 
ander verschieden  sein,  wenn  je  x  einer  Gruppe  von 
p  —  2  Gleichungen  6?)  entsprechende  Nullpunkte  sämtlich 
von  allen  diesen  p  ■ —  2  Gleichungen  abhängen.  Der  Inte- 
grand  ic'  hätte  dann  im  Endlichen 

p-l-^y.{p-l) 

von  einander  verschiedene  Nullpunkte,  was  unmöglich  ist, 
da  x>-  L 

Die  X  Punkte  y\  .  .  .y'y.  zerfallen  daher  in  Gruppen  von 
V  Punkten,  die  von  der  Lage  von  nur  ^  «^  p  —  2)  Punkten 
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auH  der  Reibe  /,  ...yp_2  abhängen,  d.  b.  der  allgemeine 
Integraud  ?<•',  der  in  l^i(<ip — 2)  von  den  Punkten 
y,  . . .  /p  _  .,  verscbwindet,  niiifs  nocb  in  weiteren  v  Punkten 
y'  versehwinden,  die  alle  von  den  siinitliehen  ersten 
//  Punkten  abhängen.  Durch  Betrachtungen,  die  den  eben 
angestellten  ganz  analog  sind,  ergiebt  sich  nun,  dals  der 
Integrand  »•'  im  Endlichen  im  ganzen 

;,_i  + ,.  </^-i) (r-^^) ' •  •  (p  — /O 


1  .2  .  .  .  jLl 

von  einander  verschiedene  Nullpunkte  haben  nilifste.  Diese 
Anzahl  mufs  aber  andererseits  =2p  —  2  sein;  es  muls 
daher  die  Gleichheit 

bestehen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn 

8?)  ^i  =  v=l*) 

ist.     Wir  haben  so  den 

SntZ  I  )  Die  Transformation  1?)  ist  dann  und  nur 
dann  nicht  birational,  wenn  das  Verschwinden 
des  allgemeinen  Integranden  I.  Gattung  iv'  in 
einem  beliebigen  Punkte  y  von  T  das  Ver- 
schwinden von  ic'  in  einem  weiteren  Punkte  / 
von  T  nach  sich  zieht. 

Wenn  der  allgemeine  Integrand  I.  Gattung  ic'^   der  zu 

(n    m\ 
s,  zj  =^0    gehört,    die    im   vorigen 
Satze    ausgesprochene,    ausgezeichnete    Eigenschaft    besitzt, 

Sjz)=zO  definiert  eine  Klasse  hyper- 
elliptischer Funktionen,  sie  gehört  dem  hyperellip- 
tischen Falle  an. 

Im  hyperelliptischen  Fall  ist  also  die  Zurückfuhrung 
der  Grundgleichung  F=  0  auf  die  Clebsch-Gordan'sche 
Normalgleichung  vom  Grade  p  -\-  l  unmöglich. 


♦)  Picard,  Traite  d' Analyse,  T.  III,  pag.  445  ff. 
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Die  im  Vorigen  gegebene  Definition  des  hyperelliptischen 
Falls,  die  auch  noch  für  p  ^2  gilt,  lälst  sich  noch  in 
andere  Form  bringen.  Es  sei  «j  ein  Punkt  von  T,  in  dem 
der  allgemeine  Integrand  ?«'  verschwindet,  a^  der  Punkt, 
in  dem  w'  infolgedessen  von  selbst  verschwindet.  Das 
Gleichungssystem 

9?)  w;'(«J  =  0,  w'{a^)  =  0 

enthält  dann  eine  überzählige  Gleichung,  und  das  Punkt- 
system «^ ,  «2  ist  daher  (siehe  Satz  III'.'),  §  29)  ein  Punkt- 
system der  Klasse.  Es  giebt  somit  eine  Funktion  r  der 
Klasse  von  der  Ordnung  9'  =  2,  den  Unstetigkeitspunkten 
«j ,  «2  und  dem  Uberschufs  x  :=:  1.  Beschränken  wir  uns 
weiter  auf  den  Fall  p  ^  2,  und  das  sei  von  hier  an  stets 
vorausgesetzt,  so  folgt  aus  q  —  x  =  1 : 

10?)  ^  — >t<p— 1; 

das  Punktsystem  «^ ,  a^  ist  daher  ein  Punktsystem  I.  Gattung, 
und  die  in  a^ ,  a.^  unendlich  werdende  Funktion  t  der 
Klasse  eine  Funktion  I.  Gattung,  die  sich  darstellen  läfst 
in  der  Form: 

11?)  r=4  =  ^. 

Berücksichtigt  man  aufserdem,  dafs  für  diese  Funktion 

q  X=:lr=p  —  X  —  1 

ist,  so  ergiebt  sich  für  den  Defekt  l  von  t  der  Wert: 

12?)  l  =  i->  —  2. 

Es  gilt  daher  der 

Satz  n^  Im  hyperelliptischen  Falle  existiert,  für 
^^2,  stets  eine  Funktion  r  I.  Gattung  der 
Klasse  von  der  Ordnung  ^  =  2,  und  der  allge- 
meine Integrand  I.  Gattung  (die  allg.  </)-Funk- 
tion),  der  in  den  Unstetigkeitspunkten  a^  a^ 
dieser  Funktion  =0^  wird,  reduziert  sich  auf 
eine  lineare  Funktion  von  p  —  1  linear  unab- 
hängigen Integranden  I.  Gattung  {p  —  1  g)-Funk- 
tionen),  die  alle  in  den  Punkten  ct^iCt^  ver- 
schwinden. 
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Dieser  Satz  Uifst  sich  unikehren: 

Satz  lir  )  Giübt  es  für  p^2  eine  Funktion  r 
I.  Gattung  der  Klasse  von  der  Ordnung  7  =  2, 
s<»  1» ('Stimmt  jeder  Punkt  «,  der  Jtiemann'schen 
Fläche  7  einen  weiteren  Funkt  «.,  derselben. 
Diese  Bestimmung:  ist  dadurch  festgelej;-t,  dafs 
das  Verschwinden  des  allgemeinen  Integranden 
tc'  in  «,  das  Verschwinden  desselben  Inte- 
granden  in  «„  nach  sich  zieht,  oder,  mit  anderen 
Worten,  daTs  jede  ganze  lineare  Funktion 
von  ;) — 1  linear  unabhängigen  Integrauden 
I.  Gattung,  die  in  a^  verschwindet,  auch  in  «^ 
gleich  Null  wird. 

Beweis:  Ist,  fUr  p^2,  t  eine  Funktion  der  Klasse 
mit  den  rnstetigkcitspunkten  (ii,  ß.21  so  ist  t  eine  Funktion 
1.  (iattnng.  Bedeutet  ferner  r  (w^)  den  Wert  von  t  in  einem 
beliebigen  Punkte  «j  von    T,  so  ist 

—  C 


a  = 


T— T(a,)' 


wo  C  eine  von  t  (a^)  verschiedene  Konstante  bedeutet,  eben- 
falls eine  Funktion  1.  Gattung  der  Klasse  von  der  Ordnung 
<7  =  2.  Diese  Funktion  wird  unstetig  in  c(^  und  in  einem 
weiteren  Punkte  «.,,  der  dadurch  bestimmt  ist,  dafs  die 
Gleichung  «''(a,)  =  0  die  Gleichung  w' (a^)  =^  0  nach  sieh 
zieht.  —  Berücksichtigt  man  aufserdem,  dafs  der  Defekt  A 
des  Punktsystems  a^ ,  «.,  gleich  p  —  2  ist,  so  läfst  sich  auch 
sagen,  dafs  der  Punkt  a.,  dadurch  bestimmt  ist,  dafs  jedes 
Aggregat : 

oder  c,  r/),  +  c,  (JP2  4-  . . .  +  c^  _  1  f/)p  _. , , 

das  in  a^  verschwindet,  auch  in  a.,  a^eicli  Null  wird, 
w.  z.  b.  w. 

Aus  Satz  n?)  und  KI?)  folgt: 

Fttr7i^2  läfst  sich  der  hyperelliptische 
Fall  entweder  definieren  durch  die  Existenz 
einer  Funktion  r  der  Klasse  von  der  Ordnung 
9  =  2,  oder  dadurch,    dafs  das  Nullwerden  des 

Landfiiedt,    Theorie  d.  algebr.  Funkt.  19 
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allgemeinen  Integranden  I.  Gattung -?«' in  einem 
beliebigen  Punkte  a^  von  T  das  Verschwinden 
von  ic'  in  einem  weiteren  Punkte  a^  von  T  nach 
sich  zieht. 

Im  folgenden  Paragraphen  soll  gezeigt  werden,  wie  sich 
aus  der  Existenz  einer  Funktion  r  der  Klasse  von  der  Ord- 
nung q  =  2  eine  für  die  Anwendung  besonders  bequeme 
Form  der  definierenden  Grundgleichung  eine  Klasse  hyper- 
elliptischer Funktionen  des  Geschlechtes  j>  ^  2  ableiten  läfst. 


§  39.    Normalform   der  Grundgleiclmiig  im  hyper- 

elliptischeu  Falle. 

Es  sei 

(n  —  1  m  —  1\ 
S       ,.         ) 

eine  ganze  rationale  Funktion  von  den  angeschriebenen 
Graden   n  —  1,  m  —  l    in    den    durch    die    hyperelliptische 

Grundgleichuug  F\s,  :)  =  0  vom  Geschlechte  p  verbundenen 
Variabelen  s  und  z.  Diese  Funktion  il>,  in  der  m  n  verfüg- 
bare, konstante  Koeffizienten  vorkommen,  enthält,  wenn  man 
ihr  die  2r  Doppelpunkte  von  T  als  Nullpunkte  aufprägt, 
noch 

mn — r=(m — l){n  —  1)  —  r  -\-m-\-n  —  1  =:p-|-  m-|-n — -1 

verfügbare  Konstanten  und  besitzt  aufser  den  2r  Doppel- 
punkten noch 

m(ti — 1)  -\-n{m  —  1)  —  2r  =  2(m — l)(n— 1)  —  2r-^m-^n  —  2 

=  2_p  —  2-\-m-\-n 

weitere  Nullpunkte.  Schreibt  man  U,  aufser  den  Doppel- 
punkten, noch 

p  -j-  m  -[-  w  —  3 

beliebige  andere  Nullpunkte  vor,  so  besitzt  diese  Funktion 
noch  p  -\-  1  Nullpunkte,  während  die  Anzahl  der  in  ihr 
noch  enthaltenen  verfügbaren  Konstanten 

p  -\-  7n  -\~  71  —  1  —  {p  -^  m  -\-  71  —  3)  =  2 
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hoträfrt.  Die  Funktion  {/^  mit  diesen  2r  -\-  p  -\-  m  -\-  u  —  3 
Nullpunkteu  lälst  sich  also  darstellen  in  der  Form: 

wo  ipi,  ipi  zwei  spezielle  fran/e,  rationale  Funktionen  von 
s  und  c  bezeichnen,  die  in  n  und  c  von  den  (Jraden  n  —  1 
und  in  —  1  sind,  und  auTser  den  Doppelpunkten  noch  weitere 
p  -\-  m  -\-  n  —  3  fjemeinsanie  Nullpunkte  haben. 

Der  Qnotient 
3?)  5  =  -^ 

ist  dann  eine  Funktion  der  Klasse  von  der  Ordnung:  P+1- 
Nimmt  man  hierzu  noch  die  nach  Voraussetzung:  existierende 
Funktion  der  Klasse  von  der  Ordnung  2,  die  sich  als 
Funktion  I.  Gattung  in  der  Form : 

4?)  Z=  'f^ 


9i 

darstellen  läfst,  so  besteht  zwischen  S  und  Z  eine  algebraische 
Gleichung 

<p\ß,  z  )  =  0, 
oder 

wo  K,  L,  M  ganze  Funktionen  von  Z  vom  Grade  p  -[-  1 
sind.  Denken  wir  uns  ferner  die  Funktion  ^p^  so  bestimmt, 
dafs  i/Zj  in  dem  einen  der  zwei  Nullpunkte  von  Z  gleich  0^ 
wird,  in  dem  andern  aber  nicht,  so  entsprechen  dem  Werte 
Z=0  zwei  verschiedene  Werte  von  S,  und  die  Gleichung  59) 
ist  dann  irreducibel  (Satz  11?),  §  13).     Setzt  man  nun  noch 

a  =  2SK-{-L, 
so  geht  5?)  über  in 

Schreibt  man  hierin  für  o  und  Z  wieder  s  und  ^,  und 
bezeichnet  man  die  2  p  -\-2  Nullpunkte  der  Gleichung : 

mit 

a,  a^,  «2,  .  .  .  c(2p-\-i, 

19* 
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so  nimmt  5?)  die  Form  an: 

6?)       s-=  {z  —  a){z  —  CfJ  (z  —  a^)...{z  —  a.,p_i). 

Unsere  späteren  Betraclitung-en  über  die  hyperelliptischen 
Funktionen  (siehe  Thetaftmktionen  und  hj^erelliptische  Funk- 
tionen) schliefsen  sieh  sämtlich  an  diese  Normalform  der 
Grundgleichung  an. 

Die  durch  6?)  definierte  algebraische  Funktion  s  der 
Klasse  besitzt  Verzweigungspunkte  für  z  =r  a, . . .  ofop+i,  und 
zwar  sind  diese  Verzweigungspunkte  alle  einfach.  Da  ferner 
die  durch  6*?)  definierte  Funktionenklasse  als  vom  Geschlechte  p 
vorausgesetzt  war,  so  müssen  die  Werte  z  =  a,  a^ . . .  «2^0- 1 
alle  von  einander  verschieden  sein.  Wäre  nämlich  z.  B. 
«j  =  «2  =  ß,  so  hätte  man 

s  =  {z  —  ß).  V{z  —  a)  {z  —  a,)...{z  —  «,^  +  0, 

und  die  Funktion  .';  besäfse  dann  nur  noch  v=  2p  einfache 
VerzAveigungspunkte,  während  doch,  nach  Früherem, 

ij  =  2pH-2n  —  2 
sein  mufs. 

Mit  Hilfe  der  Normalform  6?)  der  Grundgleichung  läfst 
sich  die  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  hyperelliptischer 
Funktionen  vom  Geschlechte  p  ohne  Schwierigkeit  bestimmen. 

Die  Gleichung  6?)  enthält  2  ;> -[- 2  Konstanten,  nämlich 
die  Gröfsen  a,  a,  ...a2p+i-  Wendet  man  auf  6?)  eine  lineare 
Substitution 

^~~  z-\-d 

an,  so  läfst  sich  über  die  willkürlichen  Gröfsen  /:?,  y,  d  so 
verfügen,  dafs  die  Gleichung  6?)  eine  Form  annimmt,  in  der 
nur  mehr  2  p  —  1  willkürliche  Konstanten  auftreten.  Setzt 
man  z.  B.: 

z  —  a       «2  —  «1  C 


«1  <^2 "  ^ 


und  ferner: 

a=  C- 


(_z-a,y+^' 
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worin 

VT«^^^^«il^^+Ü«^«8)  K  —  «4)  •  •  •  («2  —  «2P+ 1) 
ist,  80  geht  0'?)  über  in 

wo  allgemein 

Die  der  Gleichung  7'^)  entsprechende  Kicmann'sche 
Fläche  T  hat  drei  festliegende  Ver/weigungspunkte.  nämlich 
in  den  Punkten  >  =  (),  l,cc.  Die  ührigen  Verzweiguugs- 
l)unkte  liegen  an  Stellen,  die  durch  die  vertiigbar  bleibenden 
Parameter  ji,,  von  7':')  bestimmt  sind.     Es  gilt  daher  der 

Satz  lY")  Die  hyperelliptische  Fläche  T  vom  Ge- 
schlechte j>  hängt  nur  von  2  p  —  1  Klassen- 
moduln ab.  Zwischen  den  '.] p  —  3  Moduln  der 
Klasse,  von  denen  eine  allgemeine  Fläche  T 
vom  Geschlechte  p  abhängt,  müssen  also  im 
hyperelliptischen  Falle  3p  —  3 — (2;:» — l)=p  —  2 
Beziehungen  bestehen. 

Im  Falle  ;)^2  ist  die  Zahl  der  im  Endlichen  gelegenen 
Nullpunkte  des  allgemeinen  Integranden  I.  Gattung  gleich 
2  p  —  2  =  2;  in  diesem  Falle  giebt  es  also  immer  eine 
Funktion  der  Klasse  von  der  Ordnung  2,  d.  h.  der  Fall 
p  =  2  (für  den  3  p  —  3  =  2p  —  1  =  3  ist)  zählt  stets  zu 
den  hyperelliptischen.  Ebenso  auch  der  Fall  p  =  1,  den 
wir  bisher  durchweg  ausgeschlossen  haben.  Dieser  letztere 
Fall  ist  aber  noch  insofern  von  speziellerer  Natur,  als  jede 
Fläche  T  vom  Geschlecht  p  =  1  eine  eindeutige  Trans- 
formation in  sich  selbst  zuläfst,  die  einen  willkürlichen 
Parameter  enthält. 

Beispiel.*)  Es  soll  bewiesen  werden,  dafs  die  der 
Gleichung 

s^  =  z{z  —  a){z—  ßy 

*)  Baker:  Abelian  Functions,  pag.  88,  89. 
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zugehörige    Riemann'sche    Fläche    vom    Geschlechte   />  =  2 
ist,  dafs  die  Funktion 

g^     ^  —  ß 
s 

eine  Funktion  der  Klasse  von  der  Ordnung  2  ist,  und  dafs, 
wenn  man 

setzt,  die  ursprüngliche  Gleichung  übergeht  in 

wo    die    sechs  Verzweigungspunkte   leicht   bestimmt  werden 
können. 

Weitere  Beispiele  von  Flächen  vom  Geschlechte  p  =  2 
liefern  die  Gleichungen: 

19)  s^  =  z{z  —  ay^{z  —  ß)\ 

29)  s^  =  z{z  —  a){z  —  ßy, 

3?)  s^  =  z(^z  —  a)-  {z  —  ßY  {z  —  yf. 


-»  #»  ♦- 
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